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VorwortSeit l�angerer Zeit schon werden mathematische Probleme in der Informatik nachihrem Schwierigkeitsgrad bez�uglich algorithmischer L�osbarkeit klassi�ziert. Diebekannteste Klassi�zierung verl�auft anhand der Komplexit�atsklasse P, die in ge-wissem Sinne als Menge aller in polynomieller Zeit l�osbarer Probleme de�niertist. Man sagt auch, Probleme in P seien \leicht". Schwere Problem sind dann Pro-bleme, die nicht in P liegen{allerdings ist f�ur viele Probleme gar nicht bekannt,ob sie zu P geh�oren oder nicht.Besondere Aufmerksamkeit in dieser Richtung verdient die Klasse NP, die alleProbleme zusammenfasst, f�ur die eine gegebene L�osung in polynomieller Zeit�uberpr�uft werden kann. Dies sieht nach einer etwas k�unstlichen De�nition aus, esstellt sich aber heraus, dass viele nat�urlich formulierbare Probleme sofort in dieKlasse NP eingeordnet werden k�onnen.Insbesondere liegen alle Probleme aus P in NP; die wesentliche o�ene Frage istaber, ob es Probleme in NP gibt, die schwer sind, also nicht in P liegen. DerHintergrund dieser Frage ist, dass eine ganze Reihe von Problemen existieren,f�ur die nie ein polynomieller Algorithmus gefunden werden konnte, so dass dieVermutung nahe liegt, dass ein solcher nicht existieren kann. Man ist weit davonentfernt, diese Vermutung f�ur irgendeines dieser Probleme beweisen oder wider-legen zu k�onnen.Die Frage ist insofern vereinfacht worden, dass man zumindest Probleme in NPidenti�ziert hat (die sogenannten NP-vollst�andigen Probleme), die schwer seinm�ussen, falls es �uberhaupt schwere Probleme in NP gibt. Bei der Suche nachschweren Problemen kann man sich also auf diese einschr�anken. Andererseitsgilt, dass ein polynomieller Algorithmus f�ur irgendein NP-vollst�andiges Problempolynomielle Algorithmen f�ur alle Probleme in NP impliziert. Insofern bilden dieNP-vollst�andigen Probleme die `Essenz' von NP, und man vermutet von ihnen,dass sie schwer sind.M�ochte man ein NP-vollst�andiges (oder ein noch schwereres, sogenanntes NP-schweres) Problem in der Praxis l�osen, kann man also nicht darauf ho�en, e�zi-ente Algorithmen zu �nden. In der Praxis kommen leider viele dieser Problemevor; ein sehr bekanntes ist das Problem des Handlungsreisenden, der auf einerRundreise n St�adte besuchen m�ochte, dabei aber zur Minimierung der Reiseko-sten eine m�oglichst kleine Gesamtdistanz zur�ucklegen will.3



Hier kommen Approximationsalgorithmen ins Spiel. Das sind e�ziente Algorith-men f�ur NP-schwere Probleme, die zwar keine exakten L�osungen berechnen, dieL�osung aber so gut approximieren k�onnen, dass ihr Ergebnis in der Praxis ver-wendbar ist. So existiert etwa ein polynomieller Algorithmus, der das Problem desHandlungsreisenden bis auf einen beliebig klein w�ahlbaren Fehler l�osen kann. Oftreicht dies in der Anwendung v�ollig aus. Die vermutete Schwere des Problemsliegt also nur im `letzten "', das die approximative von der optimalen L�osungunterscheidet.W�ahrend die traditionelle Theorie nur zwischen leichten Problemen (in P) undNP-schweren Problemen unterscheidet, erh�alt man durch die Theorie der Appro-ximationsalgorithmen feinere Abstufungen, je nachdem wie gut sich die L�osungeines Problems approximieren l�asst. Kann man dies beliebig gut (wie im Fall desHandlungsreisenden), ist das Problem fast schon wieder leicht. Hingegen kannman andere Probleme angeben, die sich unter der Voraussetzung, dass sie schwersind, nicht gut approximieren lassen.Approximationsalgorithmen d�urfen nicht mit Heuristiken verwechselt werden, mitdenen ein Problem in der Praxis oft sogar schnell exakt gel�ost werden kann. F�ursolche Heuristiken existieren meistens Eingaben, bei denen sie sehr schlecht ab-schneiden. F�ur Approximationsalgorithmen wollen wir beweisbare Qualit�atsaus-sagen f�ur alle Eingaben herleiten, etwa von der Form: Algorithmus A berech-net f�ur jede Eingabe von n St�adten eine Rundreise des Handlungsreisenden, dieh�ochstens doppelt so lang ist wie die optimale Rundreise.In Kapitel 1 werden wir zwei einfache NP-schwere Probleme angeben, f�ur diebeweisbar gute Approximationsalgorithmen existieren. Hier werden wir auch diegrundlegenden De�nition einf�uhren.Kapitel 2 wiederholt noch einmal die Konzepte NP, NP-Vollst�andigkeit und NP-Schwere.In Kapitel 3 betrachten wir weitere elementare Approximationsalgorithmen, be-vor wir in Kapitel 4 zu allgemeineren Konzepten und Techniken �ubergehen. Wirbeginnen dabei mit Approximationsschemata, die uns eine formale De�nitiondaf�ur liefern, dass ein Problem \beliebig gut" approximierbar ist.Kapitel 5 betrachtet dann randomisierte (zufallsgesteuerte) Approximationsalgo-rithmen. Diese sind oft erstaunlich einfach und liefern gute Resultate.Kapitel 6 und 7 f�uhren in die wichtige Technik der Relaxierungen ein, wobeiKapitel 6 die schon traditionellen LP-Relaxierungen behandelt, w�ahrend wir inKapitel 7 die noch ziemlich neue Technik der Relaxierungen basierend auf semi-de�nitem Programmieren studieren.In Kapitel 8 schliesslich leiten wir Nichtapproximierbarkeitsresultate her. Das sindErgebnisse, die zeigen, dass bestimmte Probleme nicht beliebig gut approximiertwerden k�onnen, sofern sie wirklich schwer sind. Wir verwenden dabei eine neueund sehr �uberraschende alternative Charakterisierung f�ur NP.Als \running example", das wir immer wieder benutzen, um Techniken zu erl�autern,dient das Job-Scheduling Problem, mit dem wir auch in Kapitel 1 beginnen.4



Kapitel 1EinleitungIn diesem Abschnitt werden wir die wichtigsten De�nitionen zusammenstellen,und diese an einigen einfachen Beispielen erl�autern. Beginnen wollen wir mitdem Job-Scheduling Problem, eines der ersten Probleme �uberhaupt, die im Zu-sammenhang mit Approximationsalgorithmen behandelt wurden.1.1 Das Job-Scheduling ProblemProblem 1.1.1 (Job-Scheduling) Gegeben sind m Maschinen M1; : : : ;Mmund n Jobs J1; : : : ; Jn, die auf diesen Maschinen erledigt werden sollen. F�ur jedenJob Jk ist eine Dauer dk > 0 spezi�ziert. Diese besagt, dass jede der MaschinenZeit dk ben�otigt, um den Job Jk auszuf�uhren. Weiter haben wir die Bedingung,dass zu jedem Zeitpunkt jede Maschine nur einen Job ausf�uhren kann, und dassein einmal angefangener Job nicht abgebrochen werden kann. Gesucht ist danneine Verteilung der Jobs auf Maschinen (ein Scheduling), die den oben genann-ten Bedingungen gen�ugt, so dass alle Jobs m�oglichst schnell ausgef�uhrt sind. Beieinem festen Schedule nennt man die Dauer, bis s�amtliche Jobs erledigt sind, denMakespan des Schedules. Es gilt also den Makespan zu minimieren.Einen Schedule S spezi�zieren wir durch n Paare (sk;Mi). Das Paar (sk;Mi)bedeutet, dass Job Jk zum Zeitpunkt sk auf Maschine Mi gestartet wird. DerMakespan des Schedules S ist dann maxfsk+dkjk = 1; : : : ; ng. Das Ziel ist einenSchedule zu �nden, der dieses Maximum minimiert.Beispiel 1.1.2 In Abbildung 1.1 haben wir den optimalen Schedule f�ur ein Pro-blem mit 2 Maschinen und Jobs J1; : : : ; J5 mit Dauer d1 = 1; d2 = 2; d3 = 2; d4 =4; d5 = 1 angegeben. Da beide Maschinen bis zur Ausf�uhrung aller Jobs stets aus-gelastet sind, muss dieses ein optimaler Schedule sein. Es gibt aber noch andereoptimale Schedules. Welche? 5
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Abbildung 1.1: Ein optimaler ScheduleIm allgemeinen ist das Problem, einen optimalem Schedule zu �nden NP-schwer.Das bedeutet, das es aller Voraussicht nach keinen e�zienten Algorithmus gebenwird, der einen optimalen Schedule �ndet. Hierzu mehr in Kapitel 2.Einen Ausweg aus dieser Situation bietet ein Approximationsalgorithmus. Ein Al-gorithmus also, der zwar nicht unbedingt einen optimalen Schedule �ndet, abereinen Schedule, dessen Makespan nicht zu sehr vom Optimum abweicht. DieserAlgorithmus sollte einerseits polynomielle Laufzeit haben. Andererseits solltenwir etwas �uber das Verh�altnis des optimalen Makespan zum Makespan des vomAlgorithmus gelieferten Schedule beweisen k�onnen. Wir sind also nicht an Heu-ristiken interessiert, sondern an Approximationen �uber deren G�ute wir etwasrigoros beweisen k�onnen.Betrachten wir als Beispiel f�ur einen Approximationsalgorithmus den folgendenAlgorithmus LS (list schedule). In dem von diesem Algorithmus erzeugten Sche-dule wird einfach der n�achste noch nicht gestartete Job auf einer freiwerden-den Maschine gestartet. Um festzustellen, welche Maschine als n�achste frei wird,f�uhren wir f�ur jede Maschine Mi eine Invariante ai ein. Der Algorithmus LS stelltsicher, dass ai immer angibt, wann Maschine Mi wieder frei wird, und somit f�ureinen neuen Job zur Verf�ugung stehen wird. Hier zun�achst der Algorithmus, imAnschluss dann die Analyse, an der wir schon einige wichtige Techniken kennen-lernen werden.Algorithmus 1.1.3LS (list schedule):S := ;FOR i = 1 TO m DOai := 0ENDFOR k = 1 TO n DOBerechne kleinstes i mit ai = minfajjj = 1 : : : ; mgsk := ai; ai := ai + dk; S := S [ f(sk;Mi)g6



ENDGib S ausIn unserem Beispiel von oben wird Algorithmus LS den Schedule in Abbildung1.2 erzeugen.
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Abbildung 1.2: Der vom Algorithmus LS erzeugte ScheduleSatz 1.1.4 Der von Algorithmus LS erzeugte Schedule hat einen Makespan, derh�ochstens doppelt so lang ist wie der Makespan eines optimalen Schedules.Beweis: Bei einem Job-Scheduling mit m Maschinen M1; : : : ;Mm und n JobsJ1; : : : ; Jn mit Dauern d1; : : : ; dn sei opt der Makespan eines optimalen Schedulesund C der Makespan des von Algorithmus LS erzeugten Schedules. Wie oben, seisk der Startzeitpunkt des k-ten Jobs Jk, in dem von Algorithmus LS erzeugtenSchedule. Analog sei Ck der Zeitpunkt, zu dem die Ausf�uhrung von Job Jk endet.Es gilt also Ck = sk + dk. Schliesslich sei Jl der Job, der als letzter beendet wird.Dann gilt C = Cl.Die Analyse beruht auf dem folgenden Lemma, das wir bei anderen Gelegenheitennoch benutzen werden.Lemma 1.1.5(1) sl � 1=mPk 6=l dk(2) opt � dl(3) opt � 1=mPnk=1 dk.(4) C � 1=m nXk=1 dk + (1� 1=m)dlBeweis: 7



zu (1): Bis zum Zeitpunkt sl ist jede Maschine durchgehend ausgelastet, sonsth�atte Jl fr�uher gestartet werden k�onnen. Dann muss aber sp�atestens zumZeitpunkt 1=mPk 6=l dk eine Maschine frei werden, denn dieser Term ent-spricht der durchschnittlichen Laufzeit einer Maschine auf allen anderenJobs, es muss also eine Maschine geben, deren Laufzeit h�ochstens so grossist.zu (2): o�ensichtlich.zu (3): Die SummePnk=1 dk ist die gesamte Zeit, die die Jobs in Anspruch neh-men. Auf m Maschinen wird daher mindestens Zeit 1=mPnk=1 dk f�ur alleJobs ben�otigt.zu (4) Aus (1) erhalten wirC = Cl = sl + dl � 1=mXk 6=l dk + dl = 1=m nXk=1 dk + (1� 1=m)dl:
Aus (2),(3) und (4) erhalten wir nunC � 1=m nXk=1 dk + (1� 1=m)dl � opt + (1� 1=m)opt � 2 � opt:
Ein immer wiederkehrendes Muster in den Beweisen dieser Vorlesung kann andiesem Beweis schon gut aufgezeigt werden. Wir wollen die L�osung eines Appro-ximationsalgorithmus mit einem optimalen Wert vergleichen, den wir aber garnicht kennen! Wir brauchen daher gute Schranken f�ur diesen optimalen Wert.Das Finden solcher Schranken ist h�au�g der entscheidende Punkt in den Analysenvon Approximationsalgorithmen. In unserem Beispiel erhalten wir o�ensichtlicheSchranken f�ur den Makespan durch (2) und (3) in Lemma 1.1.5.1.2 NotationNachdem wir ein Beispiel kennengelernt haben, wollen wir nun die wichtigstenNotationen f�ur den Rest der Vorlesung festlegen.In der Vorlesung betrachten wir stets Optimierungsprobleme. Ein Optimierungs-problem ist durch eine Menge I von Instanzen de�niert. Im Job-Scheduling z.B.ist eine Instanz spezi�ziert durch die Anzahl m der Maschinen, die Anzahl n der8



Jobs und die Dauer dk der einzelnen Jobs. Zu jeder Instanz I haben wir eine Men-ge F (I) von zul�assigen L�osungen. Im Job-Scheduling ist eine zul�assige L�osung einSchedule, der alle Jobs genau einer Maschine zuordnet, keine Jobs abbricht undzu jedem Zeitpunkt jeder Maschine nur einen Job zugeordnet hat. Weiter habenwir zu jeder zul�assigen L�osung s 2 F (I) einen Wert w(s) > 0. Im Job-Schedulingist dieses der Makespan des Schedules. Das Ziel ist es dann, bei gegebener Instanzeine zul�assige L�osung zu �nden, so dass w(s) m�oglichst gross ist (Maximierungs-probleme) oder m�oglichst klein ist (Minimierungsprobleme). Job-Scheduling istein Minimierungsproblem.Ein Approximationsalgorithmus f�ur ein Optimierungsproblem � ist ein Algorith-mus, der bei Eingabe einer Instanz I von � eine in jIj polynomielle Laufzeithat, und eine zul�assige L�osung s 2 F (I) ausgibt. Hierbei ist jIj die Beschrei-bungsgr�osse von I. Diese ist bei jedem Optimierungsproblem zu de�nieren. BeimJob-Scheduling ist die Eingabegr�osse m + n, die Anzahl der Maschinen plus dieAnzahl der Jobs. Die Beschreibungsgr�osse der dk geht nicht ein. Wir schreibenA(I) f�ur die Ausgabe s von A bei Eingabe I.Bislang scheint diese De�nition noch nichts mit Approximationen zu tun zu ha-ben. Darum noch folgende De�nitionen. Sei A ein Approximationsalgorithmusf�ur ein Optimierungsproblem �. Der Approximationsfaktor oder die Approxima-tionsg�ute von A bei Eingabe I ist de�niert als�A(I) = w(A(I))opt(I) ;hier ist opt(I) der Wert einer optimalen zul�assigen L�osung der Instanz I.Schliesslich sei � : I 7! R+ eine Funktion. Wir sagen, dass A Approximationsfak-tor oder Approximationsg�ute � hat, wenn f�ur jede Instanz I gilt�A(I) � �(I) bei einem Maximierungsproblem�A(I) � �(I) bei einem Minimierungsproblem:Man beachte, dass wir bei einemMaximierungsproblem stets �A(I) � 1 haben, beieinem Minimierungsproblem dagegen �A(I) � 1. Analog wird bei Maximierungs-problemen die Funktion � nur Werte kleiner als 1 annehmen, bei Minimierungs-problemen dagegen nur Werte � 1. Man beachte ausserdem, dass bei einem Ma-ximierungsproblem ein Approximationsalgorithmus, der Approximationsfaktor �hat, auch Approximationsfaktor �0 hat f�ur jede Funktion �0 mit �0(I) � �(I) f�uralle I 2 I. Bei Minimierungsproblemen gilt dieses f�ur �0, die immer gr�osser sindals �. Wir haben diese Ausdrucksweise gew�ahlt, da bei vielen Approximations-algorithmen der bestm�ogliche Approximationsfaktor nicht bekannt ist, sondernnur eine Absch�atzung. Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall, wo � eine konstanteFunktion ist. In diesem Fall werden wir mit � auch den einzigen Wert bezeichnen,den die Funktion annimmt.Mit dieser Notation k�onnen wir nun bei Job-Scheduling sagen, dass der Algorith-mus LS Approximationsfaktor oder Approximationsg�ute 2 hat.9



1.3 Das Max-Cut ProblemWir schliessen die Einleitung mit der Behandlung eines weiteren einfachen Algo-rithmus ab, diesmal f�ur das Maximierungsproblem Max-Cut.Problem 1.3.1 (Max-Cut) Gegeben ist ein Graph G = (V;E) mit Knoten-menge V und Kantenmenge E; gesucht ist eine Partition (S; V n S) der Knoten-menge, so dass die Anzahl der Kanten zwischen S und V n S maximiert wird.Die Partition wird �ublicherweise als Schnitt bezeichnet und mit der Menge Sidenti�ziert, die Kanten zwischen S und V nS sind die Schnittkanten, ihre Anzahldie Gr�osse des Schnitts. Das Problem, einen Schnitt maximaler Gr�osse zu �nden,ist NP-schwer.Beispiel 1.3.2 Betrachte den Graphen in Abbildung 1.3. Der Schnitt S = f1; 3; 5ghat Gr�osse 5, w�ahrend S = f3; 4g Gr�osse 6 hat. Dies ist auch gleichzeitig dergr�osstm�ogliche Schnitt, wie man sich leicht �uberlegen kann. Die Schnittkantensind jeweils fett gezeichnet.
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Abbildung 1.3: Schnitte in GraphenWir wollen nun einen Approximationsalgorithmus f�ur das Max-Cut Problem an-geben. Dazu machen wir uns noch kurz klar, wie wir das Problem als Optimie-rungsproblem (in diesem Fall als Maximierungsproblem) au�assen k�onnen. EineInstanz I ist ein beliebiger Graph G = (V;E), die zul�assigen L�osungen F (I)sind alle Teilmengen S der Knotenmenge V , und der Wert w(S) einer zul�assigenL�osung ist die Gr�osse des durch S de�nierten Schnittes im Graphen G.10



Die Idee des folgenden Algorithmus LI (local improvement) ist sehr einfach. Manbeginnt mit einer beliebigen Menge S (z.B. S = ;); solange es noch einen Knotenv 2 V gibt, dessen Hinzunahme zu S (bzw. Wegnahme von S) den aktuellenSchnitt vergr�ossern w�urde, wird S entsprechend angepasst. Sobald keine solchenlokalen Verbesserungen mehr m�oglich sind, wird die aktuelle Menge S als L�osungausgegeben.Um den Algorithmus formal sch�on aufschreiben zu k�onnen, ben�otigen wir nochdie Notation der symmetrischen Di�erenz S4fvg, gegeben durchS4fvg := � S [ fvg; falls v 62 SS n fvg; andernfalls :Algorithmus 1.3.3LI (local improvement):S := ;WHILE es gibt v 2 V mit w(S4fvg) > w(S) DOS := S4fvgENDGib S ausDer Algorithmus ist polynomiell in jGj, denn es gibt h�ochstens jEj Schleifen-durchl�aufe (jedesmal wird der Schnitt um mindestens eine Kante vergr�ossert).Der Test, ob w(S4fvg) > w(S) gilt, geht nat�urlich auch in polynomieller Zeitf�ur jeden Knoten v.Satz 1.3.4 Algorithmus LI hat Approximationsfaktor 1=2.Beweis: Sei S der von LI berechnete Schnitt. Dann gilt f�ur jeden Knoten v 2 V ,dass mindestens die H�alfte der zu v inzidenten Kanten Schnittkanten bzgl. S sind(andernfalls w�are S4fvg ein gr�osserer Schnitt als S, was im Widerspruch dazusteht, dass LI die Menge S ausgegeben hat). Dann gilt aber, dass mindestens dieH�alfte aller Kanten Schnittkanten bzgl. S sind. Das heisst, es giltLI(G) = w(S) � jEj=2 � opt(G)=2;denn die Gesamtanzahl aller Kanten ist eine triviale obere Schranke f�ur die ma-ximale Schnittgr�osse. Daraus folgt dannLI(G)opt(G) � 12 ;was den Satz beweist, da diese Ungleichung f�ur jeden Graphen (also jede Instanzdes Max-Cut Problems) gilt. 11



Es sei noch einmal explizit bemerkt, dass wir eine obere Schranke f�ur den Werteiner Optimall�osung ben�otigen, um bei einem Maximierungsproblem einen Ap-proximationsfaktor herleiten zu k�onnen. Bei Minimierungsproblemen hingegenhilft uns nur eine untere Schranke weiter. Die obere Schranke, die wir im Fallvon Max-Cut verwendet haben, ist v�ollig o�ensichtlich und ergibt sich direkt ausdem Problem. Wir werden aber sp�ater sehen (Kapitel 6 und 7), dass auch derApproximationsalgorithmus selbst geeignete Schranken f�ur seine eigene Analyseliefern kann.1.4 UebungenUebung 1.1 \Billig z�ugeln": n Umzugsg�uter sollen in m�oglichst wenige Umzugs-kartons verpackt werden. Dabei nehmen wir an, dass die Kapazit�at eines Kartonsgenau 1 ist, und dass das i-te Umzugsgut Gi Gr�osse ai � 1 hat. Ferner soll gel-ten, dass ein Karton eine Menge von Umzugsg�utern genau dann aufnehmen kann,wenn diese in der Summe h�ochstens Gr�osse 1 haben.Betrachte nun den folgenden Algorithmus zum Packen der Umzugsg�uterG1; : : : ; Gnin die Kartons K1; K2; : : :Algorithmus Next-Fit:j := 1FOR i := 1 TO n DOIF Gi passt nicht mehr in Kj THENj := j + 1ENDpacke Gi in KjENDZeige, dass Next-Fit einen Approximationsfaktor von 2 erreicht, das heisst, erben�otigt h�ochstens doppelt soviele Umzugskartons wie bei einer optimalen Packung.

12



Kapitel 2Eine kurze Einf�uhrung inNP-Vollst�andigkeitIm letzten Kapitel haben wir schon kurz erw�ahnt, dass es f�ur das Problem Job-Scheduling vermutlich keinen e�zienten Algorithmus gibt, weil das Problem NP-schwer ist. In diesem Kapitel m�ochten wir diese Aussage mit Hilfe des Konzeptsder NP-Vollst�andigkeit formalisieren.Betrachten wir das Maximierungsproblem Unabh�angige Menge.Problem 2.0.1 (Unabh�angige Menge) Gegeben ist ein Graph G = (V;E).Gesucht ist eine m�oglichst grosse Teilmenge W � V , so dass keine Elemente ausW in G durch eine Kante verbunden sind.F�ur alle v; w 2 W soll also die Menge fv; wg nicht in der Kantenmenge E enthal-ten sein. Eine Teilmenge von V mit dieser Eigenschaft wird unabh�angige Mengegenannt.Statt des Maximierungsproblems k�onnen wir aber auch folgendes Entscheidungs-problem betrachten. Gegeben ist ein Graph G = (V;E) und zus�atzlich eineSchranke K 2 N. Zu entscheiden ist, ob G eine unabh�angige Menge der Gr�ossemindestens K besitzt, d.h. ob es eine Teilmenge W von V gibt, so dass jW j � Kund W eine unabh�angige Menge ist. Dieses Problem wird Entscheidungsproblemgenannt, da die m�oglichen Antworten nur \Ja" und \Nein" sind. Wir werdenauch das Entscheidungsproblem Unabh�angige Menge nennen und dann bei Be-darf anmerken, ob die Optimierungs- oder die Entscheidungsvariante gemeint ist.Es sollte klar sein, dass die Optimierungsvariante von Unabh�angige Menge min-destens so schwer ist wie die Entscheidungsvariante. Haben wir n�amlich einenpolynomiellen Algorithmus f�ur die Optimierungsvariante, so liefert uns dieser Al-gorithmus unmittelbar einen polynomiellen Algorithmus f�ur das Entscheidungs-problem. Um also zu zeigen, dass das Optimierungsproblem Unabh�angige Mengeschwer ist, gen�ugt es zu zeigen, dass schon das Entscheidungsproblem Unabh�angi-ge Menge schwer ist. 13



Nun kann nicht nur zum Optimierungsproblem Unabh�angige Menge ein ent-sprechendes Entscheidungsproblem de�niert werden. Dieses kann ganz allgemeinf�ur Optimierungsprobleme gemacht werden. Ist � ein Optimierungsproblem, sok�onnen wir in der Problemstellung zus�atzlich zur Instanz I einen ParameterK 2 N aufnehmen. Gesucht ist dann nicht mehr eine zul�assige L�osung s mit op-timalem Wert w(s), gefragt ist dann, ob es eine zul�assige L�osung s mit w(s) � Kgibt (Minimierungsprobleme) oder eine zul�assige L�osung mit w(s) � K (Ma-ximierungsprobleme). Auch in diesem allgemeinen Fall �uberlegt man sich, dassdie Optimierungsvariante eines Problems immer mindestens so schwer ist wie dieEntscheidungsvariante.Um Probleme gem�ass ihrem Schwierigkeitsgrad zu charakterisieren, ist es ein-facher, sich auf Entscheidungsprobleme zu beschr�anken. Alle Entscheidungspro-bleme haben ja dieselben m�oglichen Ausgaben, n�amlich \Ja" und \Nein". Aufder anderen Seite sind die jeweiligen Optimierungsprobleme immer mindestensgenauso schwer. Falls wir also zeigen wollen, dass ein Problem schwer ist, sok�onnen wir uns auf Entscheidungsprobleme beschr�anken.Um Entscheidungsprobleme gut handhaben zu k�onnen, abstrahieren wir nochetwas weiter und gehen zu Sprachen �uber. Mit f0; 1g� bezeichnen wir die Mengealler endlichen Folgen von 0 und 1. Eine Sprache L ist eine Teilmenge von f0; 1g�.Gegeben eine Sprache L, k�onnen wir ein Entscheidungsproblem �L wie folgtde�nieren. Jede Instanz von �L ist de�niert durch ein x 2 f0; 1g�. Die Antwortbei Instanz x ist \Ja" genau dann, wenn x 2 L.Beispiel 2.0.2 Sei L die Sprache bestehend aus allen endlichen 0; 1-Folgen, diePaare von Graphen und nat�urlichen Zahlen codieren. Hierzu nehmen wir irgend-eine standardisierte Form an, um Graphen als 0; 1-Folgen zu beschreiben. EineM�oglichkeit sind Adjazenzmatrizen. Nat�urliche Zahlen sind durch ihre Bin�ardar-stellung gegeben. x 2 f0; 1g� ist in der Sprache L genau dann, wenn x die korrekteCodierung eines Paares bestehend aus einem Graphen G und einer nat�urlichenZahl K ist, und ausserdem der Graph eine unabh�angige Menge der Gr�osse min-destens K besitzt.Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Menge der Entscheidungsprobleme, diedurch Sprachen de�niert sind , unser Entscheidungsproblem Unabh�angige Mengeenth�alt. Nun kann man auch alle anderen interessanten Probleme durch Spra-chen beschreiben. Damit haben wir eine mathematische Formalisierung, um �uberEntscheidungsprobleme Aussagen zu tre�en.Wir kommen nun zu den entscheidenden De�nitionen dieses Abschnitts.De�nition 2.0.3 Ein Algorithmus A mit Eingaben der Form (x; w) 2 f0; 1g� �f0; 1g�, der als Ausgabe 0 oder 1 liefert, heisst Veri�zierer f�ur die Sprache L, falls(1) Die Laufzeit von A bei Eingabe (x; w) ist polynomiell in der L�ange jxj vonx. 14



(2) Falls x 2 L, so existiert ein w 2 f0; 1g� mit A(x; w) = 1. Dabei ist A(x; w)die Ausgabe von A bei Eingabe (x; w).(3) Falls x 62 L, so gilt A(x; w) = 0 f�ur alle w 2 f0; 1g�.NP ist dann die Menge aller Sprachen, die einen Veri�zierer haben.An dieser De�nition muss auf mehrere Dinge geachtet werden. In (1) fordern wir,dass die Laufzeit von A nur von der L�ange des ersten Teils der Eingabe abh�angt.Insbesondere kann sich der Algorithmus nur polynomiell (in jxj) viele Bits vonder zweiten Eingabe anschauen. Wir k�onnen deshalb annehmen, dass die L�angeder zweiten Eingabe polynomiell in der L�ange der ersten Eingabe ist.In (2) fordern wir, dass es im Fall x 2 L nur ein w 2 f0; 1g� geben muss, sodass die Ausgabe von A bei Eingabe (x; w) 1 ist. (3) wiederum bedeutet, dassbei x 62 L f�ur alle w 2 f0; 1g� A(x; w) = 0 gelten muss. Ein w 2 f0; 1g� mitA(x; w) = 1 ist also ein Beweis oder ein Zeuge daf�ur, dass x 2 L gilt.Ist x 2 L und ist w 2 f0; 1g� ein Zeuge hierf�ur, so sagen wir in der De�nitionnichts dar�uber aus, wie w gefunden werden kann. Insbesondere fordern wir nicht,dass es einen polynomiellen Algorithmus hierf�ur gibt. Man sagt deshalb auch,dass f�ur die Sprachen in NP Beweise oder L�osungen leicht zu �uberpr�ufen sind,aber nicht unbedingt leicht zu �nden sind.Wir wollen uns nun einige Beispiele f�ur Sprachen in NP anschauen. Zun�achstbetrachten wir wieder das Problem Unabh�angige Menge. Diese Sprache hat einenVeri�zierer, den wir nun beschreiben.Algorithmus 2.0.4Veri�zierer f�ur Unabh�angige Menge:IF x ist keine zul�assige Codierung eines Graphen G = (V;E)und einer nat�urlichen Zahl K 2 N THENAusgabe 0ELSEIF w ist keine zul�assige Codierung einer Teilmenge Wder Gr�osse mindestens K von V THENAusgabe 0ELSEIF es gibt zwei Elemente v; w 2 W mit fv; wg 2 E THENAusgabe 0ELSEAusgabe 1ENDENDEND 15



Man �uberzeugt sich leicht, dass dieser Algorithmus sowohl Bedingung (1) als auchBedingungen (2) und (3) aus De�nition 2.0.3 erf�ullt. Unabh�angige Menge liegtalso in NP.Als n�achstes betrachten wir das Problem 3-SAT. Eine Boolesche Formel ' in3-konjunktiver Normalform �uber den Booleschen Variablen x1; : : : ; xn ist eineFormel der Gestalt ' = Vmi=1Ci, wobei Ci = li1_ li2_ li3 und lij = x oder lij = :xf�ur ein x 2 fx1; : : : ; xng. Die Ci heissen Klauseln und die lij heissen Literale. EineFormel ' heisst erf�ullbar, falls es eine Belegung der Variablen in ' mit \wahr"und \falsch" gibt, so dass die Formel den Wert \wahr" annimmt.Problem 2.0.5 (3-SAT) Die Sprache 3-SAT besteht aus allen erf�ullbaren Boo-leschen Formeln in 3-Konjunktiver Normalform.Jede Boolesche Formel ' in 3-Konjunktiver-Normalform kann als ein Element inf0; 1g� codiert werden, so dass die L�ange der Codierung polynomiell in der Anzahlder Variablen n und der Anzahl der Klauselnm ist. Wir identi�zieren eine Formel' mit ihrer Codierung und bezeichnen auch diese mit '. Wir werden \wahr" mit1 und \falsch" mit 0 identi�zieren. Eine Belegung einer Booleschen Formel �ubern Variablen ist also ein Element von f0; 1gn. Der folgende Algorithmus ist dannein Veri�zierer f�ur 3-SAT.Algorithmus 2.0.6Veri�zierer f�ur 3-SAT:IF x ist keine zul�assige Codierung einer Booleschen Formel' in 3-Konjunktiver Normalform THENAusgabe 0ELSEIF Die L�ange von w stimmt nicht mit der Anzahl der Variablen in '�uberein THENAusgabe 0ELSEIF w erf�ullt ' nicht THENAusgabe 0ELSEAusgabe 1ENDENDWiederum sieht man leicht, dass dieser Algorithmus ein Veri�zierer f�ur 3-SATist. Auch 3-SAT liegt also in NP.In NP gibt es Probleme, die einfach zu l�osen sind; das bedeutet f�ur uns, dass eseinen polynomiellen L�osungsalgorithmus f�ur sie gibt. (Man kann sich fragen, obein O(n25)-Algorithmus noch als e�zient zu bezeichnen ist; diese De�nition von16



E�zienz hat sich aber durchgesetzt.) Die Menge aller Sprachen, die in diesemSinne als einfach zu l�osen gelten, bilden die Klasse P. Es ist klar, dass P � NPgilt, denn ein polynomieller L�osungsalgorithmus kann insbesondere als Veri�zierereingesetzt werden.Es gibt aber auch Probleme in NP, von denen man nicht weiss, ob sie e�zientzu l�osen sind, und von denen man vermutet, dass dieses nicht der Fall ist. Hierzugeh�oren die sogenannten NP-vollst�andigen Probleme. Um diese zu de�nieren,ben�otigen wir den Begri� der Reduktion.De�nition 2.0.7 Seien L1; L2 Sprachen. Eine Algorithmus mit Ein- und Aus-gaben aus f0; 1g� heisst eine Reduktion von L1 auf L2, falls(1) x 2 L1 , A(x) 2 L2.(2) Bei Eingabe x ist die Laufzeit von A polynomiell in der L�ange jxj von x.L1 heisst reduzierbar auf L2, wenn es eine Reduktion von L1 auf L2 gibt.Da die Laufzeit von A polynomiell ist, ist insbesondere die L�ange von A(x) poly-nomiell in der L�ange von x. Ist L1 auf L2 reduzierbar, so bedeutet das anschaulich,dass L2 mindestens so schwer ist (in Bezug auf polynomielle L�osbarkeit) wie L1.Wir wollen als Beispiel zeigen, dass sich 3-SAT auf Unabh�angige Menge redu-zieren l�asst. Der folgende Algorithmus erwartet als Eingabe also eine BoolescheFormel in 3-konjunktiver Normalform.Algorithmus 2.0.8 Sei ' = Vmi=1Ci.Reduktion von 3-SAT auf Unabh�angige Menge:V := ;; E := ;K:=mFOR i := 1 TO m DOF�uge jedes der 3 Literal aus Ci zu V hinzu.F�uge zu E eine Kante zwischen je zwei dieser Literale hinzu.ENDWHILE es gibt in V zwei Literale l = x; l0 = :x DOE = E [ fl; l0gENDGib ((V;E); K) als Instanz von Unabh�angiger Menge aus.In Abbildung 2.1 ist der Graph gezeichnet, der bei Anwendung dieser Reduktionauf die Formel ' = (x1 _:x2 _ x3)^ (:x1 _:x2 _ x3)^ (:x1 _ x2 _:x3) erzeugtwird. Die einzelnen Klauseln sind mit C1; C2; C3 bezeichnet. Die Knoten einerunabh�angigen Menge der Gr�osse 3 sind schwarz gezeichnet.Wir wollen nun zeigen, dass Algorithmus 2.0.8 eine Reduktion von 3-SAT auf Un-abh�angige Menge ist. Die Laufzeit ist sicherlich polynomiell in der Eingabegr�osse.17



Es bleibt zu zeigen, dass eine Boolesche Formel ' mit m Klauseln genau dannerf�ullbar ist, wenn der konstruierte Graph eine unabh�angige Menge der Gr�osse mhat. Ist w eine erf�ullende Belegung f�ur ', so ist in jeder Klausel von ' mindestensein Literal erf�ullt. Die Knoten, die diesen erf�ullten Literalen entsprechen, bildeneine unabh�angige Menge der Gr�osse m. Hat andererseits der konstruierte Grapheine unabh�angige Menge der Gr�osse m, so muss in dieser unab�angigen Mengef�ur jedes der Dreiecke, die den Klauseln in ' entsprechen, ein Knoten enthaltensein. Nun kann man eine Belegung der Variablen w�ahlen, die die Literale erf�ullt,die den Knoten der unabh�angigen Menge entsprechen. Diese Belegung erf�ullt dieFormel '.
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Abbildung 2.1: Beispiel einer Reduktion von 3-SAT auf Unabh�angige MengeWir kommen nun zur De�nition von NP-Vollst�andigkeit.De�nition 2.0.9 Eine Sprache L 2 NP heisst NP-vollst�andig, wenn sich jedeandere Sprache in NP auf L reduzieren l�asst.Das bedeutet, die NP-vollst�andigen Sprachen sind mindestens so schwer wie alleSprachen in NP.Es gilt nun der folgende Satz, der von Cook und Levin Anfang der siebziger Jahrebewiesen wurde.Satz 2.0.10 3-SAT ist NP-vollst�andig.Der Beweis dieses Satzes ist aufwendig, deshalb verzichten wir auf ihn. Mittels die-ses Satzes k�onnen aber h�au�g andere Probleme recht einfach als NP-vollst�andignachgewiesen werden. Es gilt n�amlich 18



Lemma 2.0.11 L; L0 seien Sprachen in NP. Ist L NP-vollst�andig, und l�asst sichL auf L0 reduzieren, so ist auch L0 NP-vollst�andig.Beweis: Sei L̂ eine beliebige Sprache in NP. Wir m�ussen zeigen, dass sich L̂ aufL0 reduzieren l�asst. Nun l�asst sich L̂ mittels einer Reduktion R0 auf L reduzieren,und L l�asst sich mittels einer Reduktion R auf L0 reduzieren. F�uhrt man R0 undR hintereinander aus, erh�alt man eine Reduktion von L̂ auf L0.Hier verwenden wir die Tatsache, dass die Komposition polynomieller Algorith-men einen polynomiellen Algorithmus ergibt, weil das Produkt zweier Polynomewieder ein Polynom ist.Mittels dieses Lemmas k�onnen wir nun beweisen, dass Unabh�angige Menge NP-vollst�andig ist. Wir haben ja schon gesehen, dass Unabh�angige Menge in NP liegt,und wir haben auch schon eine Reduktion von 3-SAT auf Unabh�angige Mengekonstruiert. Damit ist nach dem vorangegangenen Lemma Unabh�angige MengeNP-vollst�andig.Die NP-vollst�andigen Probleme sind die schwersten Probleme in NP, denn wirhaben das folgende Lemma.Lemma 2.0.12 Ist L NP-vollst�andig und existiert ein polynomieller Algorithmusf�ur L, d.h. ein Algorithmus A, der bei Eingabe x 2 f0; 1g� in polynomieller Zeitin jxj entscheidet, ob x 2 L, so existiert ein polynomieller Algorithmus f�ur jedeSprache L0 in NP.Beweis: Sei L0 eine beliebige Sprache in NP. Um zu entscheiden, ob x 2 f0; 1g�in L0 liegt, wenden wir die Reduktion R von L0 auf L mit Eingabe x an. Wirerhalten dann in polynomieller Zeit ein y 2 f0; 1g�. Auf dieses y wenden wir denAlgorithmus A an. Nach De�nition der Reduktion R und nach Voraussetzung�uber A, ist x 2 L0 genau dann, wenn A(y) = 1. Da jyj polynomiell ist in jxj undA polynomielle Laufzeit besitzt, liefert uns dies den gew�unschten Algorithmus f�urL0.Um auch von Optimierungsproblemen sagen zu k�onnen, dass sie mindestens soschwer sind wie NP-vollst�andige Probleme, nehmen wir dieses Lemma zum Anlassf�ur die folgende De�nition.De�nition 2.0.13 Ein Problem �, sei es ein Entscheidungsproblem oder einOptimierungsproblem, heisst NP-schwer, falls die Existenz eines polynomiellerAlgorithmus f�ur � die Existenz eines polynomiellen Algorithmus f�ur alle Sprachenin NP impliziert.Mit dieser De�nition sind alle NP-vollst�andigen Probleme NP-schwer. Aber auchdie Optimierungsvariante von Unabh�angige Menge ist NP-schwer. Denn mit ei-19



nem polynomiellen Algorithmus f�ur das OptimierungsproblemUnabh�angige Men-ge haben wir einen polynomiellen Algorithmus f�ur das Entscheidungsproblem Un-abh�angige Menge, und dann einen polynomiellen Algorithmus f�ur jede beliebigeSprache in NP.Nun stellt sich nat�urlich die Frage, wie schwer NP-vollst�andige oder NP-schwereProbleme denn wirklich zu l�osen sind. Die Antwort ist unbekannt. Es gibt al-lerdings inzwischen �uber 1000 NP-vollst�andige Probleme. F�ur keines dieser Pro-bleme ist je ein polynomieller Algorithmus entworfen worden. Es wird deshalbvermutet, das NP-vollst�andige oder NP-schwere Probleme nicht e�zient gel�ostwerden k�onnen. Dass ein Problem NP-vollst�andig oder NP-schwer ist, wird dar-um auch als starkes Indiz daf�ur angesehen, dass dieses Problem nicht e�zient zul�osen ist.2.1 UebungenUebung 2.1 Gegeben sei ein Graph G = (V;E). Ein Vertex-Cover in G ist eineTeilmenge C der Knotenmenge V mit der Eigenschaft, dass jede Kante e 2 Ezu mindestens einem Knoten v 2 C inzident ist. Eine Clique ist eine TeilmengeK der Knotenmenge mit der Eigenschaft, dass je zwei Knoten aus K durch eineKante aus E verbunden sind.Zeige dass es NP-vollst�andig ist, bei Eingabe von G und einer nat�urlichen Zahlk zu entscheiden, ob G(a) ein Vertex-Cover der Gr�osse k(b) eine Clique der Gr�osse kbesitzt.Uebung 2.2 Nimm an, dass es einen polynomiellen Algorithmus f�ur das Ent-scheidungsproblem Unabh�angige Menge gibt. Zeige, dass es dann auch einen po-lynomiellen Algorithmus f�ur das Optimierungsproblem Unabh�angige Menge gibt.Uebung 2.3 Sei G = (V;E) ein Graph mit jV j = n. Konstruiere eine BoolescheFormel �, die genau dann erf�ullbar ist, wenn G einen Hamiltonschen Kreis besitzt,das ist ein Kreis im Graphen, der jeden Knoten genau einmal ber�uhrt. Hierzuf�uhre Boolesche Variablen xij; i; j = 1; : : : ; n; ein. Die Variable xij steht f�ur dieAussage \Der j-te Knoten des Hamiltonschen Kreises ist der Knoten i". DieFormel muss nicht in 3-konjunktiver Normalform sein.
20



Kapitel 3ElementareApproximationsalgorithmenBevor wir zu allgemeineren Techniken �ubergehen, werden wir in den folgendenbeiden Kapiteln noch elementare Approximationsalgorithmen kennenlernen.3.1 Das Problem des HandlungsreisendenBeginnen wollen wir mit dem Problem des Handlungsreisenden.Problem 3.1.1 (Euklidischer Handlungsreisender (ETSP))Ein Handlungsreisender m�ochte beginnend in der Stadt s1 die St�adte s1; : : : ; snjeweils genau einmal besuchen, um am Ende zu s1 zur�uckzukehren. Dabei m�ochteer eine m�oglichst kleine Distanz zur�ucklegen. Wir nehmen an, dass die St�adtesi gegeben sind als Punkte in der Ebene R2. Die Distanz zwischen zwei St�adtensi; sj ist durch die euklidische Distanz der Punkte si; sj im R2 gegeben.Die Abk�urzung ETSP steht f�ur \euclidean traveling salesman problem". ETSPist wie �ublich NP-schwer. Wir werden im Laufe dieses Kapitels zwei Approximati-onsalgorithmen f�ur das Problem kennenlernen. Der erste hat Approximationsg�ute2, der zweite Approximationsg�ute 3=2. Doch bevor wir zu diesen Algorithmenkommen, wollen wir noch Verallgemeinerungen von ETSP de�nieren.Hierzu ben�otigen wir den Begri� der Rundreise oder des Hamiltonschen Kreises.In einem Graphen G = (V;E); V = fv1; : : : ; vng ist eine Rundreise ein Kreis inG, der an einem beliebigen Knoten startet, jeden Knoten genau einmal besuchtund dann zum Ausgangspunkt zur�uckkehrt. Genauer ist eine Rundreise eine Per-mutation � der Menge f1; : : : ; ng, so dassfv�(i); v�(i+1)g 2 E; i = 1; : : : ; n� 1; und fv�(n); v�(1)g 2 E:
21



Problem 3.1.2 (Handlungsreisender (TSP)) Eine Instanz I ist gegebendurch einen gewichteten Graphen. Also durch einen Graphen G = (V;E); V =fv1; : : : ; vng; und zus�atzlich eine Funktion w : E ! R+, die jeder Kante e 2 Eein L�ange w(e) zuordnet. Gesucht ist dann eine Rundreise mit minimaler Ge-samtl�ange. D.h., gesucht ist eine Permutation �, die eine Rundreise in G de�niertund f�ur die w(�) = n�1Xi=1 w �fv�(i); v�(i+1)g�+ w �fv�(n); v�(1)g�minimal ist.Um ETSP als Spezialfall von TSP zu erhalten, w�ahlen wir als Graphen G denvollst�andigen Graphen auf n Knoten. Wir nehmen ausserdem an, dass jeder Kno-ten in denR2 eingebettet ist, und dass die L�ange einer Kante gegeben ist durch dieeuklidische Distanz zwischen seinen beiden Endpunkten. Da ETSP NP-schwer,gilt dieses auch f�ur die Verallgemeinerung TSP.W�ahrend es beim ETSP immer eine Rundreise gibt, gibt es Instanzen von TSP,in denen es keine Rundreise gibt. In diesem Fall setzen wir 1 als L�ange deroptimalen Rundreise. Jeder Algorithmus, der TSP l�ost, muss also folgendes, alsHamiltonscher Kreis bekanntes Entscheidungsproblem l�osen.Problem 3.1.3 (Hamiltonscher Kreis (HK)) Gegeben sei ein Graph G =(V;E). Zu entscheiden ist, ob G einen Hamiltonschen Kreis besitzt.HK ist NP-vollst�andig. Wir werden sp�ater auf TSP und HK noch zur�uckkommen.Doch nun wollen wir Approximationsalgorithmen f�ur ETSP beschreiben.Man erinnere sich, dass eine spannender Baum in einem Graphen G = (V;E) einBaum T auf den Knoten in V ist, so dass jede Kante in T in der Kantenmenge Evon G enthalten ist. In einem gewichteten Graphen ist das Gesamtgewicht einesspannenden Baumes die Summe der Kantengewichte der Kanten des Baumes.Ein minimal-spannender Baum ist dann ein spannender Baum mit minimalemGesamtgewicht. Ein minimal-spannender Baum einer Punktemenge im R2 istein minimal-spannender Baum f�ur den vollst�andigen Graphen zwischen diesenPunkten, wobei das Gewicht einer Kante durch die euklidische Distanz zwischenden Endpunkten der Kante gegeben ist. Ein minimal-spannender Baum in einemGraphen mit m Kanten kann in Zeit O(m logm) Zeit gefunden werden. DerAlgorithmus von Kruskal z.B. erreicht diese Laufzeit.Der folgende Algorithmus erwartet als Eingabe eine Instanz I von ETSP spezi�-ziert durch n Punkte s1; : : : ; sn 2 R2.Algorithmus 3.1.4MSB (minimal-spannender Baum): 22



Berechne einen minimal-spannenden Baum T auf den Punkten s1; : : : ; sn.Konstruiere aus T den Graphen H, in dem jede Kante in T verdoppeltwird.Finde in H einen Eulerkreis K.Berechne die Reihenfolge s�(1); : : : ; s�(n) der ersten Auftritte der Knotens1; : : : ; sn in K.Gib s�(1); : : : ; s�(n) aus.Zu diesem Algorithmus einige Bemerkungen. Da wir H aus T durch verdoppelnjeder Kante erhalten, hat in H jeder Knoten geraden Grad. Dann besitzt H nachUebung 3.2 einen Eulerkreis, das ist ein Kreis im Graphen, der jede Kante genaueinmal benutzt. Dieser kann in polynomieller Zeit gefunden werden. Da auch einminimal-spannender Baum in polynomieller Zeit gefunden werden kann, ist MSBalso ein Approximationsalgorithmus. In Abbildung 3.1 ist das Verhalten von MSBan einem Beipiel mit 8 St�adten illustriert. Die Reihenfolge der St�adte auf demEulerkreis ist s1; s5; s2; s3; s2; s4; s2; s6; s7; s6; s8; s6; s2; s5; s1:Die Reihenfolge der ersten Auftritte ist danns1; s5; s2; s3:s4; s6; s7; s8:Satz 3.1.5 MSB hat Approximationsg�ute 2.Beweis: Sei opt(I) die L�ange einer optimalen Rundreise R. Sei jT j das Ge-wicht des minimal-spannenden Baumes T , der in MSB berechnet wird. DurchEntfernen einer beliebigen Kante wird R zu einem spannenden Baum. Daher giltjT j � opt(I). Die Gesamtl�ange der Kanten in H ist daher h�ochstens 2opt(I).Daher hat der Eulerkreis K h�ochstens Gesamtgewicht 2opt(I). Die Rundrei-se MSB(I) entsteht aus K, indem \Abk�urzungen" genommen werden. Da f�urdie euklidische Distanz in der Ebene die Dreiecksungleichung gilt, erhalten wirjMSB(I)j � 2opt(I).Wenn wir uns den Algorithmus MSB und seine Analyse genauer anschauen, sobemerken wir, dass das Verdoppeln der Kanten in T f�ur die Approximationsg�ute2 verantwortlich ist. Dieses Kantenverdoppeln soll nun aber nur sicherstellen, dassim Graphen H jeder Knoten geraden Grad hat, und H somit einen Eulerkreisbesitzt. Um einen GraphenH zu konstruieren, in dem jeder Knoten geraden Gradhat, k�onnen wir aber auch anders vorgehen. In T betrachten wir nur die Teilmengeder Knoten, die in T ungeraden Grad haben. Um den Graphen H zu erhalten,sollte jeder dieser Knoten noch eine zus�atzliche inzidente Kante erhalten. Da es23
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Abbildung 3.1: Beispiel f�ur Berechnung einer Rundreise mit Algorithmus MSBgeradzahlig viele Knoten ungeraden Grades in T gibt (Uebung 3.1), kann diesesdurch Hinzuf�ugen eines perfekten Matchings auf den Knoten ungeraden Gradeserreicht werden.Es sei daran erinnert, dass ein perfektes Matching in einem Graphen G = (V;E)eine Teilmenge F � E der Kanten ist, so dass jeder Knoten aus V zu genaueiner Kante aus F inzident ist. O�ensichtlich muss nicht immer ein perfektesMatching existieren. Eine notwendige Bedingung ist, dass die Anzahl der Kno-ten des Graphen gerade ist. In einem gewichteten Graphen ist das Gewicht ei-nes Matchings, die Summe der Kantengewichte der Kanten des Matchings. Einminimales perfektes Matching ist dann ein Matching mit minimalem Gesamtge-wicht. Ein minimales perfektes Matching f�ur eine Punktemenge in der Ebene istein perfektes Matching in dem vollst�andigen Graphen auf diesen Punkten, wo-bei Kantengewichte wie �ublich durch die euklidischen Distanzen de�niert sind.Ein perfektes Matching existiert genau f�ur Punktemengen mit geradzahlig vie-len Punkten. Es gibt polynomielle Algorithmen zur Berechnung von minimalenperfekten Matchings in allgemeinen Graphen.24



Nun k�onnen wir die obige Idee zur Verbesserung von MSB mit Hilfe des folgendenAlgorithmus formulieren. Der Algorithmus stammt von Christo�des.Algorithmus 3.1.6CH (Christo�des):Berechne einen minimlspannenden Baum T auf den Punkten s1; : : : ; sn.Bestimme die Menge der Punkte ungeraden Grades in T .Auf dieser Punktemenge berechne ein minimales perfektes Matching M .F�uge T und M zu einem Graphen H zusammen.Finde in H einen Eulerkreis K.Berechne die Reihenfolge s�(1); : : : ; s�(n) der ersten Auftritte der Knotens1; : : : ; sn in K.Gib s�(1); : : : ; s�(n) aus.In Abbildung 3.2 ist das Verhalten dieses Algorithmus am selben Beispiel wie inAbbildung 3.1 illustriert.
Minimalspannender Baum mit
minimalem Matching (----)

Eine Rundreise

Abbildung 3.2: Beispiel f�ur Berechnung einer Rundreise mit Algorithmus CHAus den bereits gemachten Beobachtungen folgt, dass Algorithmus CH in poly-nomieller Zeit eine Rundreise �ndet.Satz 3.1.7 Algorithmus CH hat Approximationsg�ute 3=2.Beweis: Bei Instanz I sei opt(I) die L�ange einer optimalen Rundreise R. Wiebei der Analyse von Algorithmus MSB gilt jT j � opt(I). Weiter gilt jM j �opt(I)=2, denn eine optimale Rundreise R0 auf den Punkten, die in T ungeradenGrad haben, ist sicherlich k�urzer als opt(I). Die Rundreise R0 kann nun aberin zwei perfekte Matchings aufgespalten werden. Eines davon hat sicher L�ange25



h�ochstens jR0j=2. Somit jM j � jR0j=2 � opt(I)=2. Damit erhalten wir, dass dieGesamtl�ange der Kanten in H h�ochstens 32opt(I) ist. Dann ist aber auch dieL�ange des Eulerkreises durch 32opt(I) beschr�ankt. Und mit der Dreiecksunglei-chung gilt jCH(I)j � 32opt.Wann immer wir bislang bewiesen haben, dass ein Algorithmus eine gewisseApproximationsg�ute besitzt, so waren dieses immer nur obere Schranken. Wirwussten dann immer, dass die gelieferte L�osung h�ochstens um einen bestimmtenFaktor schlechter war als das Optimum. Wir haben aber bislang nie gezeigt, dasses auch wirklich Instanzen gibt, bei denen die gefundene L�osung so viel schlech-ter ist als das Optimum. H�au�g ist es auch sehr schwer oder unm�oglich solcheBeispiele anzugeben. Im Fall von Algorithmus 3.1.6 ist dieses jedoch m�oglich. InAbbildung 3.3 ist ein Beispiel gezeichnet, wo die L�ange der von Algorithmus 3.1.6gefundenen Rundreise etwa um den Faktor 3=2 vom Optimum abweicht.
Christo�des
OptimumAbbildung 3.3: Beispiel einer Instanz mit jCH(I)j � 32opt(I)Zu diesem Beispiel einige Erl�auterungen. Die Punkte im unteren Teil des Beispielsliegen nicht auf einer horizontalen Linie. Stattdessen liegen die beiden �ausserenPunkte auf einer horizontalen Geraden, die unter der horizontalen Geraden liegt,die die restlichen Punkte des unteren Teils verbindet. Diese beiden horizonta-len Geraden d�urfen beliebig nahe aneinander sein, jedoch nicht zusammenfallen.Weiter sollen jeder der Punkte in der oberen H�alfte mit den rechts und linksunter ihm liegenden Punkten \fast" ein gleichseitiges Dreieck. Man kann dannrelativ leicht zeigen, dass die Ausgabe von CH und das Optimum wie in Ab-26



bildung 3.3 aussehen. Ausserdem ist die L�ange von CH(I) etwa 3=2opt(I). Das\etwa" bezieht sich darauf, wie weit jetzt die beiden horizontalen Geraden, aufdenen die Punkte der unteren H�alfte liegen, voneinander entfernt sind. Je n�ahersie aneinander liegen, umso n�aher liegt jCH(I)j=opt(I) an 3=2.Wir merken noch an, dass seit etwa zwei Jahren bekannt ist, dass sich ETSPbeliebig gut approximieren l�asst. Was das genau bedeutet, werden wir im n�achstenKapitle sehen.Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir noch, dass das allgemeine TSP nichtgut approximiert werden kann.Satz 3.1.8 Sei c > 1. Falls P 6= NP, so gibt es f�ur TSP keinen Approximations-algoritmus mit G�ute c.Beweis: Wir zeigen, dass es mit einem Approximationsalgorithmus mit G�ute cauch einen polynomiellen Algorithmus f�ur das NP-vollst�andige Problem Hamil-tonscher Kreis gibt. Daraus folgt die Aussage des Satzes.Sei also A ein Approximationsalgorithmus f�ur TSP mit G�ute c. Dann ist derfolgende Algorithmus, der als Eingabe einen Graphen G = (V;E) erwartet, einAlgorithmus f�ur Hamiltonschen Kreis.Algorithmus 3.1.9Konstruiere den vollst�andigen Graphen G0 auf den Knoten in V .FOR i = 1 TO jV j � 1 DOFOR j = 2 TO jV j DOIF fi; jg 2 E THENw(fi; jg) = 1ELSEw(fi; jg) = cjV jENDENDENDVerwende A mit Eingabe G0 und Gewichtsfunktion w,um eine Rundreise R zu berechnen.IF jRj � cjV j THEN\G besitzt einen Hamiltonschen Kreis"ELSE\G besitzt keinen Hamiltonschen Kreis"ENDDa A ein polynomieller Algorithmus ist, ist dieses ebenfalls ein polynomiellerAlgorithmus. Wir m�ussen noch zeigen, dass die Ausgabe stets korrekt ist.27



Besitzt G einen Hamiltonschen Kreis, so gibt es in G0 eine Rundreise mit Ge-samtl�ange jV j. Nach Voraussetzung liefert A dann eine Rundreise mit Gesamtl�angeh�ochstens cjV j. In diesem Fall wird die Ausgabe also korrekt sein. Besitzt G hin-gegen keinen Hamiltonschen Kreis, so muss jede Rundreise in G0 eine Kante mitGewicht cjV j benutzen. Dann ist die L�ange der optimalen Rundreise mindestensjV j � 1 + cjV j = (c + 1)jV j � 1 > cjV j. Daher wird auch die von A gefundeneRundreise L�ange echt gr�osser als cjV j haben. Auch in diesem Fall ist die Ausgabekorrekt.Der Algorithms, den wir im Beweis konstruiert haben, ist eine spezielle Reduk-tion. Die Graphen mit Hamiltonschen Kreis werden auf Graphen abgebildet mitkurzer Rundreise. Graphen ohne Hamiltonschen Kreis dagegen werden auf Gra-phen mit langer Rundreise abgebildet. Zwischen den beiden m�oglichen F�allen isteine grosse L�ucke. Daher gen�ugt ein Approximationsalgorithmus f�ur TSP, um zuentscheiden, ob der Graph G0 durch einen Graphen G mit oder ohne Hamilton-schen Kreis erzeugt wurde. Dieses Erzeugen einer L�ucke ist die einzige bekannteTechnik, um zu beweisen, dass es f�ur ein Optimierungsproblem Approximations-algorithmen mit bestimmter Approximationsg�ute nur geben kann, falls P=NP,siehe Kapitel 8.3.2 Job-SchedulingWir betrachten wieder unser Job-Scheduling Problem (siehe Problem 1.1.1). Derneue Approximationsalgorithmus ist eine Variante des Algorithmus LS (list sche-dule) (siehe Seite 6). Der einzige Unterschied ist, dass der folgende AlgorithmusSLS (sorted list schedule) die Jobs vorher nach absteigenden Laufzeiten sortiert.Algorithmus 3.2.1SLS (sorted list schedule):sortiere Jobs J1; : : : ; Jn nach absteigenden Laufzeiten d1; : : : ; dn(* Jetzt gelte d1 � d2 � � � � � dn *)Berechne einen Schedule mittels Algorithmus LSNun k�onnen wir den folgenden Satz beweisen.Satz 3.2.2 Algorithmus SLS hat Approximationsg�ute 4=3.Beweis: Sei C der von SLS erzeugte Makespan, opt der optimale Makespan,sowie sk der Zeitpunkt, zu dem Job Jk startet (im von SLS erzeugten Schedule).Nun betrachten wir den Job J`, der als letzter fertig wird und unterscheiden zweiF�alle. 28



Fall 1. Es gilt d` � opt3 :Dann erhalten wir C = s` + d` � opt + opt3 = 43opt;denn bis zum Zeitpunkt s` sind ja alle Maschinen durchgehend belegt, so dasss` � opt gelten muss. In diesem Fall sind wir also schon fertig.Fall 2. Es gilt d` > opt3 :Zun�achst k�onnen wir annehmen, dass ` = n gilt, J` also auch der letzte Jobin der Sortierung ist. Falls n�amlich nicht, so k�onnen wir die Jobs J`+1; : : : ; Jneinfach weglassen, ohne dass sich der von SLS erzeugte Makespan �andert (J` warja der Job, der als letzter terminiert). Der optimale Makespan wird dadurch nichtschlechter, so dass die G�ute von SLS nicht besser werden kann. K�onnen wir dieG�ute 4=3 also unter der Annahme zeigen, dass ` = n gilt, so haben wir auch G�ute4=3 im urspr�unglichen Problem.Sei nun also ` = n. Dann haben alle Jobs Laufzeiten von mindestens opt=3,woraus folgt, dass in jedem optimalen Schedule h�ochstens zwei Jobs pro Maschinelaufen k�onnen. Insbesondere gibt es dann h�ochstens 2m Jobs. Sei n = 2m�h diewirkliche Anzahl der Jobs, h � 0.Falls der optimale Schedule alle Maschinen benutzt (was man o�enbar ohne Be-schr�ankung der Allgemeinheit annehmen kann), so gilt, dass genau h Jobs alleineauf `ihren' Maschinen laufen, w�ahrend die 2(m� h) �ubrigen Jobs in Paaren den�ubrigen m� h Maschinen zugeordnet werden. Wir haben dann die folgendeBeobachtung 3.2.3 Jeder Schedule mit den folgenden Eigenschaften ist opti-mal:(i) die h l�angsten Jobs J1; : : : ; Jh laufen alleine auf ihren Maschinen, und(ii) die �ubrigen Jobs sind zu Paaren (Jh+1; Jn); (Jh+2; Jn�1); : : : ; (Jm; Jm+1) zu-sammengefasst.Wir beweisen hier nur (i), Eigenschaft (ii) ist eine Uebungsaufgabe (Uebung 3.4).Nehmen wir an, Job Jk; k > h l�auft in einem optimalen Schedule alleine auf einerMaschine, w�ahrend Js; s � h mit einem anderen Job Jt gepaart ist. Dann werdendiese drei Jobs zum Zeitpunktmax(dk; ds + dt) = ds + dt29



fertig (beachte ds � dk). Aendern wir den Schedule so, dass wir Js alleine laufenlassen und daf�ur Jk mit Jt paaren, so ergibt sich f�ur diese drei Jobs ein Makespanvon max(ds; dk + dt):Da sowohl ds � ds + dt als auch dk + dt � ds + dt gilt, ist dieser neue Schedulemindestens so gut wie der alte (und da dieser bereits optimal war, ebenfallsoptimal). Wir haben also die Anzahl der Jobs Js; s � h, die alleine laufen, unterAufrechterhaltung der Optimalit�at vergr�ossert. Damit k�onnen wir nun fortfahren,bis alle Jobs Js; s � h alleine auf einer Maschine laufen. Daraus folgt dann Teil(i) der Beobachtung.Nun bleibt nur noch zu beobachten, dass SLS einen Schedule mit den Eigen-schaften (i) und (ii) erzeugt, denn zun�achst werden die Jobs J1; : : : ; Jm auf dieMaschinen verteilt. Da diese in umgekehrter Reihenfolge fertig werden, ergebensich die Paare (Jm; Jm+1); : : : ; (Jh+1; Jn). (Falls einige der Jobs J1; : : : ; Jm gleicheLaufzeiten haben, so erzeugt SLS m�oglicherweise einen anderen Schedule, vondem man sich aber leicht �uberzeugt, dass er ebenfalls optimal ist).Im Fall 2 gilt also sogar C = opt, so dass SLS in jedem Fall einen Schedule mitL�ange h�ochstens 43opterzeugt. Daraus folgt der Satz.
3.3 UebungenUebung 3.1 Beweise, dass jeder Graph eine gerade Anzahl von Knoten ungera-den Grades besitzt.Uebung 3.2 Beweise, dass ein zusammenh�angender Graph genau dann einenEulerkreis besitzt, wenn jeder Knoten geraden Grad hat.Uebung 3.3 Betrachte ein euklidisches TSP-Problem in der Ebene. Zeige, dassjede optimale Rundreise selbst�uberschneidungsfrei ist.Uebung 3.4 Seien J1; : : : ; J2m 2m Jobs mit Laufzeiten d1 � � � � � d2m. Nimman, dass in einem optimalen Schedule auf jeder Maschine h�ochstens zwei Jobslaufen. Beweise, dass es einen optimalen Schedule gibt, der die Jobs zu Paaren(J1; J2m); (J2; J2m�1); : : : ; (Jm; Jm+1) zusammenfasst, wobei jedes Paar einer derm Maschinen zugeordnet wird.Uebung 3.5 Gegeben Jobs J1; : : : ; Jn mit Laufzeiten di = i; i = 1; : : : ; n, undm � n Maschinen. Welchen Makespan liefert der Algorithmus SLS?30



Kapitel 4ApproximationsschemataDie Approximationsalgorithmen, die wir bisher kennengelernt haben, hatten dieEigenschaft, dass sie die optimale L�osung bis auf einen festen konstanten Fak-tor approximieren k�onnen Im Folgenden werden wir Approximationsalgorithmenf�ur Probleme diskutieren, die die optimale L�osung beliebig gut approximierenk�onnen. `Beliebig gut' soll dabei heissen, dass f�ur jedes gegebene " > 0 G�ute 1+"(Minimierungsproblem) bzw. 1 � " (Maximierungsproblem) erreichbar ist. Wirwerden das sp�ater noch formalisieren.4.1 Das Rucksack-ProblemEin Dieb �ndet in einem Lager n Gegenst�ande mit Werten w1; : : : ; wn und Ge-wichten g1; : : : ; gn vor. Dabei nehmen wir an, dass die Werte wj sowie die Gewich-te gj ganzzahlig und positiv sind. Der Dieb hat einen Rucksack, der Gegenst�andeim Gesamtgewicht von b (ganzzahlig) aufnehmen kann. Welche Teilmenge vonGegenst�anden muss der Dieb in den Rucksack packen, um den Gesamtwert dergestohlenen Gegenst�ande zu maximieren? Etwas formaler alsoProblem 4.1.1 (Rucksackproblem) Gegeben sind positive Werte w1; : : : ; wnund positive Gewichte g1; : : : ; gn sowie eine Schranke b. Zul�assige L�osungen sindTeilmengen I � f1; : : : ; ng mit Xj2I gj � b. Gesucht ist eine zul�assige L�osungI � f1; : : : ; ng, die den Gesamtwert Pj2I wj maximiert.Wir nehmen noch ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit an, dass gj � b giltf�ur alle j, denn Gegenst�ande, die zu schwer f�ur den Rucksack sind, k�onnen vonvornherein von der Betrachtung ausgenommen werden.Wie �ublich gilt, dass das Au�nden einer optimalen L�osung f�ur das Rucksack-Problem NP-schwer ist. Trotzdem wollen wir mit einem exakten Algorithmus f�urdas Problem beginnen. Dieser wird sp�ater in geeigneter Weise als Baustein f�urden Approximationsalgorithmus verwendet. Die Idee ist Dynamisches Program-mieren. 31



Hierzu de�nieren wir f�ur j = 1; : : : ; n und i ganzzahlig den WertFj(i)als das minimale Gewicht einer Teilmenge der ersten j Gegenst�ande mit Gesamt-wert mindestens i (falls es keine solche Teilmenge gibt, setzen wir Fj(i) auf 1).Fn(i) gibt also an, wie schwer der Rucksack des Diebes mindestens sein muss,damit die Diebesbeute den Wert i erreicht.Daraus bekommen wir sofort folgendeBeobachtung 4.1.2 Sei opt die optimale L�osung des Rucksackproblems (d.h.der Wert einer optimalen Teilmenge von Gegenst�anden). Dann giltopt = maxfi j Fn(i) � bg:Zum Beweis �uberlegt man sich folgendes: sei i0 das Maximum. Dann gilt Fn(i0) �b, d.h. nach De�nition, dass es eine Teilmenge von Gegenst�anden gibt, die in denRucksack passt und mindestens Wert i0 hat. Es gilt also opt � i0. Andererseitsist Fn(i0 + 1) > b, d.h. um Werte gr�osser als i0 zu erreichen, m�usste der Diebseinen Rucksack �uberladen, was nicht erlaubt ist. Also gilt opt = i0.Nach der Beobachtung reicht es also aus, das entsprechende Maximum zu berech-nen. Dabei hilft folgendesLemma 4.1.3(i) Fj(i) = 0 f�ur i � 0.(ii) F0(i) =1 f�ur i > 0.(iii) Fj(i) = min(Fj�1(i); gj + Fj�1(i� wj)) f�ur i; j > 0.Beweis: (i) Wenn der Wert des Diebesgutes nicht positiv sein muss, ist diegewichtsminimale Teilmenge, die dies erreicht, o�enbar die leere Menge, und diehat Gewicht 0.(ii) Wenn der Wert des Diebesgutes positiv sein, die Auswahl der Gegenst�andeaber aus der leeren Menge erfolgen soll, so gibt es keine L�osung und F0(i) = 1gilt nach De�nition.(iii) Um eine gewichtsminimale Teilmenge der ersten j Gegenst�ande mit Wertmindestens i zu �nden, kann man wie folgt vorgehen. Man bestimmt einerseitsdie gewichtsminimale Menge S1, die den j-ten Gegenstand nicht enth�alt, anderer-seits die gewichtsminimale Menge S2, die ihn enth�alt. Dann w�ahlt man diejenigemit dem kleineren Gewicht aus. S1 hat Gewicht Fj�1(i), w�ahrend S2 Gewichtgj+Fj�1(i�wj) hat, denn in diesem Fall muss aus den ersten j�1 Gegenst�andennur noch Wert i � wj erreicht werden, weil der j-te Gegenstand schon Wert wj32



beitr�agt. Daraus folgt sofort die Formel.Zum Berechnen von opt werten wir nun solange Funktionswerte von F aus, biswir das kleinste i mit Fn(i) > b gefunden haben. i � 1 ist dann das gesuchteOptimum. Mit Hilfe des Lemmas kann diese Auswertung so geschehen, dass manzur Berechnung des jeweils aktuellen Funktionswerts nur auf bereits berechnete(und in einem zweidimensionalen, mit j und i parametrisierten Feld gespeicherte)Funktionswerte zur�uckgreifen muss.Algorithmus 4.1.4 Wir nehmen an, dass die Werte Fj(i) f�ur j = 0 und i � 0(siehe Teil (i) und (ii) des Lemmas) bereits bekannt sind.ExactKnapsack:i := 0REPEATi := i + 1FOR j := 1 TO n DOFj(i) = min(Fj�1(i); gj + Fj�1(i� wj))ENDUNTIL Fn(i) > bGib i� 1 ausUm die Laufzeit des Algorithmus abzusch�atzen, beobachten wir, dass es opt + 1Durchl�aufe der REPEAT-Schleife gibt, wobei jeder Durchlauf Zeit O(n) kostet.Insgesamt ergibt sich alsoSatz 4.1.5 Algorithmus ExactKnapsack hat Laufzeit O(n opt).Auf den ersten Blick mag dies wie ein polynomieller Algorithmus aussehen, das istaber nicht der Fall, denn opt ist im allgemeinen exponentiell in der Eingabegr�osse.Diese ist von der Gr�ossenordnungO nXj=1(logwj + log gj) + log b! ;denn die Eingabezahlen liegen im Standardmodell bin�ar codiert vor. opt hingegenkann Werte bis zu nXj=1 wjannehmen, was exponentiell in der Eingabegr�osse ist, falls die Gewichte gj unddie Rucksackkapazit�at b nicht sehr viel gr�osser als die Werte wj sind.Die Idee des folgenden Approximationsalgorithmus ScaledKnapsack ist dann auch,aus dem urspr�unglichen Problem ein `skaliertes' Problem zu konstruieren, bei dem33



die optimale L�osung so klein ist, dass sie mit Hilfe von ExactKnapsack in polyno-mieller Zeit bestimmt werden kann. Man muss dann nur noch zeigen, dass darausdann auch eine vern�unftige L�osung f�ur das urspr�unglichen Problem konstruiertwerden kann.Der Algorithmus hat ausser einer Instanz des Rucksackproblems noch einen Ein-gabeparameter " > 0, mit dem die Approximationsg�ute kontrolliert wird. Zielwird es sein, Approximationsg�ute 1� " zu erreichen.Algorithmus 4.1.6 Wir de�nieren wmax := maxfwj; j = 1; : : : ; ng.ScaledKnapsack("):W�ahle k := max(1; b"wmax=nc)FOR j := 1 TO n DOwj(k) := bwj=kcENDBerechne opt(k) und S(k), die optimale L�osung und optimale Teilmengedes Rucksackproblems mit Werten wj(k) (und unver�anderten gj sowie b)mit Hilfe von ExactKnapsack;Gib opt� :=Pj2S(k)wj als L�osung ausEs ist klar, dass die Menge S(k) eine zul�assige L�osung auch f�ur das urspr�unglicheProblem ist, denn die Gewichte und die Rucksackkapazit�at haben sich ja nichtver�andert.Nun k�onnen wir die G�ute von ScaledKnapsack absch�atzen.Satz 4.1.7 ScaledKnapsack(") hat Approximationsg�ute 1� ".Beweis: Sei S die optimale Teilmenge f�ur das urspr�ungliche Problem. Dann giltopt� = Xj2S(k)wj= k Xj2S(k) wjk� k Xj2S(k)bwjk c� kXj2Sbwjk c;denn S(k) ist ja optimal (insbesondere also besser als S) bez�uglich der skaliertenWerte wj(k) = bwj=kc. Es gilt dann weiteropt� � kXj2Sbwjk c 34



� kXj2S (wjk � 1)= Xj2S (wj � k)= opt� kjSj= opt�1� kjSjopt � � opt�1� knwmax� ;denn jSj � n und opt � wmax, weil nach der Annahme gj � b f�ur alle j derwertvollste Gegenstand eine untere Schranke f�ur den optimalen Rucksackwertdarstellt.Es bleibt noch zu zeigen, dass aus dieser Herleitung opt� � opt(1�") folgt. Dazumachen wir eine Fallunterscheidung. Falls k = 1, so wurde das urspr�unglicheProblem gar nicht skaliert, und es gilt sogar opt� = opt. Falls k = b"wmax=nc, sofolgt daraus sofort knwmax � ";was die Behauptung impliziert.Die gew�unschte Approximationsg�ute haben wir also erreicht; es bleibt noch zuzeigen, dass der Algorithmus f�ur festes " auch wirklich polynomielle Laufzeit hat(sonst w�are er gar kein Approximationsalgorithmus in unserem Sinne).Satz 4.1.8 ScaledKnapsack(") hat LaufzeitO�n3 1"� :Beweis: Der dominierende Term in der Laufzeit ist der Aufruf von ExactKnap-sack f�ur das skalierte Problem; alle weiteren Anweisungen zusammen verursachennur Kosten O(n).Die Laufzeit von ExactKnapsack ist dannO (n opt(k)) = O(n2wmaxk );denn opt(k) kann nicht gr�osser sein als die Summe aller skalierten Werte, insbe-sondere nicht gr�osser als n-mal der maximale skalierte Wert.Nun machen wir wieder die Fallunterscheidung nach dem Wert von k. Falls k = 1,so bedeutet das nach Konstruktion von k, dass"wmaxn < 235



gilt. Das impliziert wmaxk = wmax � 2n" ;woraus der Satz in diesem Fall folgt. Falls k = b"wmax=nc) gilt, so kann mandaraus leicht wmaxk � n" �1 + 1k� � 2n"folgern, und die behauptete Laufzeit gilt auch in diesem Fall.Es ist nat�urlich nicht �uberraschend, dass die Laufzeit von " abh�angt und mit" 7! 0 beliebig gross wird. Wichtig ist, dass sich f�ur festes " ein polynomiellerAlgorithmus ergibt { in diesem Fall ein O(n3)-Algorithmus. Die Abh�angigkeit von1=" ist polynomiell, sie kann aber in einem anderen Fall genausogut exponentiellsein, etwa von der Gr�ossenordnung O(n1="). Auch dann gilt noch, dass man f�urfestes " einen polynomiellen Algorithmus hat.4.2 ApproximationsschemataWenn sich ein Problem { so wie das Rucksackproblem hier { beliebig gut ap-proximieren l�asst, so sagen wir, das Problem besitzt ein Approximationsschema.Formal de�nieren wir dieses wie folgt.De�nition 4.2.1 Ein Approximationsschema f�ur ein Optimierungsproblem isteine Menge fA(") j " > 0gvon Approximationsalgorithmen f�ur das Problem, mit der Eigenschaft, dass Al-gorithmus A(") Approximationsg�ute1� � bei Maximierungsproblemenbzw. 1 + � bei Minimierungsproblemenhat.Die polynomielle Laufzeit ist implizit dadurch gefordert, dass A(") ein Approxi-mationsalgorithmus ist. Wichtig ist, dass der Wert von " global f�ur das Optimie-rungsproblem gew�ahlt werden muss. " darf nicht von der speziellen Instanz desProblems abh�angen, auf die der Algorithmus angewendet wird.Bei NP-schweren Problemen sind Approximationsschemata das Beste, was mansich erho�en kann. Es gibt keine L�ucke zwischen der optimalen und der besten in36



polynomieller Zeit erreichbaren L�osung. Wir werden allerdings im weiteren Ver-lauf der Vorlesung (Kapitel 8) sehen, dass es Probleme gibt, f�ur die beweisbarkeine Approximationsschemata existieren, die man also nicht beliebig gut appro-ximieren kann. In dieser Hinsicht gibt es auch unter den NP-schweren Problemen`leichte' und 'schwierige' Probleme. Das Rucksack-Problem ist dabei eines derleichtesten NP-schweren Probleme �uberhaupt.4.3 Approximationsschema f�ur Job-SchedulingWir wollen das Konzept des Approximationsschemas an dem Job-Scheduling Pro-blem (siehe Problem 1.1.1) noch einmal erl�autern. Wir machen allerdings diezus�atzliche Voraussetzung, dass die Anzahl m der Maschinen konstant ist. Esgibt auch ein Approximationsschema f�ur den Fall variabler Maschinenanzahl,dieses ist aber wesentlich komplizierter.F�ur gegebenes " > 0 erreicht der folgende Algorithmus SLS(k) f�ur geeignetes keine Approximationsg�ute von 1 + ".Algorithmus 4.3.1SLS(k):sortiere Jobs J1; : : : ; Jn nach absteigenden Laufzeiten d1; : : : ; dn(* Jetzt gelte d1 � d2 � � � � � dn *)Berechne einen optimalen Schedule f�ur die ersten k JobsVerteile die weiteren Jobs mittels Algorithmus LS (siehe Seite 6)G�ute-Absch�atzung f�ur SLS(k). Sei J` der Job, der als letzter fertig wird, Cder erzeugte Makespan. Wir unterscheiden wieder zwei F�alle.Fall 1. ` � k, d.h. Job J` ist unter den optimal verteilten Jobs. Dann giltC = opt(J1; : : : ; Jk) � opt, wobei opt(J1; : : : ; Jk) der Makespan ist, den dieersten k Jobs induzieren. Da nat�urlich auch C � opt gilt, folgt in diesem FallC = opt.Fall 2. Einerseits gilt nun nach Lemma 1.1.5 (3) und (4)C � opt + m� 1m d`: (4.1)Andererseits haben wir (Teil (3) von Lemma 1.1.5)opt � 1mXi di � 1m kXi=1 di � 1m kXi=1 d` = kmd`; (4.2)37



was sofort aus der Sortierung der Jobs nach absteigenden Laufzeiten folgt. (4.2)impliziert also d` � mk opt: (4.3)F�ugen wir (4.1) und (4.3) zusammen, so erhalten wirC � opt + m� 1k opt = �1 + m� 1k � opt:Um diese Schranke auf (1 + ")opt zu dr�ucken, setzen wirk = �m� 1" � = O(m):(Falls k > n, so gibt es nur O(m) Jobs; in diesem Fall berechnen wir einfach denoptimalen Schedule f�ur alle Jobs.)Es bleibt noch zu diskutieren, wie f�ur k = O(m) Jobs der optimale Schedule be-rechnet werden kann. O�enbar kann jeder Job unabh�angig voneinander einer derMaschinen zugeordnet werden, und durch Ausprobieren aller dieser Zuordnungenkann die beste gefunden werden. Es gibtmk = mO(m)solche Zuordnungen, und da m konstant war, ist dies eine konstante Anzahl.Insbesondere ist die Laufzeit von SLS(k) damit polynomiell, und wir erhaltenfolgenden Satz, der das Ergebnis zusammenfasst.Satz 4.3.2 Job-Scheduling mit konstanter Maschinenanzahl besitzt ein Approxi-mationsschema.Es sollte allerdings klar sein, dass dieses Approximationsschema f�ur gr�osseres mkeinen praktikablen Algorithmus darstellt. Wenn etwa m = 5 und " = 0:1, som�ussen nach diesem Algorithmus etwa550Schedules durchprobiert werden, womit man in der Praxis niemals fertig wird.Hier lohnt es sich dann, �uber die Laufzeiten exakter Scheduling-Algorithmennachzudenken. Die NP-Schwere eines Problems impliziert noch lange nicht, dassder beste L�osungsalgorithmus im vollst�andigen Durchsuchen der Menge allerzul�assigen L�osungen besteht.Das Ergebnis hier ist von theoretischer Natur, indem es die Existenz eines Ap-proximationsschemas zeigt. In der Praxis muss ein solches allerdings wesentlichanders aussehen. 38



4.4 UebungenUebung 4.1 Wie kann man den Algorithmus ExactKnapsack so anpassen, dasser in Zeit O(nopt) auch die Menge der Gegenst�ande bestimmt, die den optimalenWert de�nieren?Uebung 4.2 Zeige, dass es f�ur das Rucksackproblem keinen Approximations-algorithmus mit konstantem additiven Fehler geben kann. D.h. es gibt keinenAlgorithmus A, so dass bei jeder Instanz I gilt jA(I)� opt(I)j � k, f�ur ein festesk > 0.Uebung 4.3 Gegeben sei ein Optimierungsproblem, bei dem f�ur alle InstanzenI alle zul�assigen L�osungen nur ganzzahlige Werte annehmen. Ausserdem sei dasOptimum jeder Instanz eine Zahl zwischen 1 und einer Konstanten B. Zeige, dasses dann kein Approximationsschema f�ur das Problem geben kann, vorausgesetzt,das Problem ist NP-schwer und P6=NP.
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Kapitel 5Max-SAT und RandomisierungWir werden im folgenden randomisierte Algorithmen kennenlernen, das sind Al-gorithmen, die einen Zufallsgenerator verwenden. Es stellt sich heraus, dass solcheAlgorithmen oft sehr einfach sind, aber verbl�u�end gute Ergebnisse liefern.Das erstes Problem, f�ur das wir einen randomisierten Approximationsalgorithmusbetrachten m�ochten, istProblem 5.0.1 (Max-� k-SAT) Eine Instanz dieses Problems ist durch eineMenge x1; : : : ; xn von Booleschen Variablen sowie durch eine Menge C1; : : : ; Cmvon Klauseln �uber diesen Variablen gegeben. Jede Klausel ist dabei eine Disjunk-tion Ci = `i;1 _ � � � _ `i;ki; ki � kvon mindestens k Literalen `ij. Gesucht ist eine Belegung der Variablen, diem�oglichst viele der Klauseln erf�ullt.Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass keine Klausel zwei Literale enth�alt, dievon der gleichen Variablen kommen.Beispiel 5.0.2 Das Problem �uber drei Variablen x1; x2; x3 mit KlauselnC1 = x1 _ :x2 _ x3; C2 = x1 _ :x3; C3 = x2 _ :x3ist eine Instanz von Max-� 2-SAT. Die Belegung x1 = true; x2 = true; x3 =false ist eine optimale Belegung, weil sie alle drei Klauseln erf�ullt.Das Problem Max-� k-SAT ist NP-schwer, wir interessieren uns also f�ur eine guteApproximation. Der folgende Algorithmus RandomSat liefert im Erwartungswerteine solche.Algorithmus 5.0.3RandomSat:FOR i := 1 TO n DO 40



W�ahle ein Zufallsbit z 2 f0; 1gIF z = 0 THENbelege Variable xi mit falseELSEbelege Variable xi mit trueENDENDGib die erhaltene Belegung aus.Dieser Algorithmus sieht sich die Klauseln �uberhaupt nicht an; er wirft f�ur jedeVariable eine M�unze und setzt sie damit auf einen zuf�alligen Wert. Trotzdemliefert er ein gutes Ergebnis.Satz 5.0.4 Die erwartete Anzahl erf�ullter Klauseln unter der Belegung, die vonRandomSat berechnet wird, betr�agt mindestens�1� 12k�m:Der Satz besagt nicht, dass immer mindestens (1� 1=2k)m Klauseln erf�ullt wer-den; der Erwartungswert der Anzahl erf�ullter Klauseln hat aber mindestens dieseGr�osse.Beweis: Wir de�nieren Zufallsvariablen X und Xi; i = 1; : : : ; n. X bezeichnetdabei die Gesamtanzahl erf�ullter Klauseln bei einer Belegung von RandomSat.F�ur Xi setzen wir Xi := � 1; falls Ci erf�ullt wird0; sonst :Es gilt o�ensichtlich X = nXi=1 Xi:Um den Satz zu beweisen, m�ussen wir nun zeigen, dass E(X), der Erwartungswertvon X, mindestens die behauptete Gr�osse hat. Dazu argumentieren wir wie folgt.E(X) = E( nXi=1 Xi) = nXi=1 E(Xi) = nXi=1 prob(Xi = 1):Die zweite Gleichheit ist einfach die Linearit�at des Erwartungswertes, die dritteGleichheit nutzt aus, dass der Erwartungswert einer 0-1-Zufallsvariable gleich derWahrscheinlichkeit ist, dass die Zufallsvariable den Wert 1 annimmt. Was ist nundiese Wahrscheinlichkeit f�ur die Zufallsvariable Xi? Klar ist, dass Ci genau dannnicht erf�ullt wird, wenn alle Literale in Ci den Wert false haben. Da dies f�ur41



alle Literale unabh�angig voneinander mit Wahrscheinlichkeit 1=2 passiert und eski Literale in Ci gibt, erhalten wirprob(Xi = 0) = 12ki :F�ur dieses Argument brauchen wir die zu Beginn gemachte Voraussetzung, dasskeine zwei Literale in Ci von der gleichen Variablen kommen. Mit ki � k folgtnun prob(Xi = 1) = 1� 12ki � 1� 12k ;und der Satz folgt durch Aufsummieren dieser Wahrscheinlichkeiten.Nachdem wir nun eine Vorstellung davon haben, was ein randomisierter Appro-ximationsalgorithmus ist, wollen wir eine formale De�nition aufstellen.De�nition 5.0.5 Ein randomisierter Approximationsalgorithmus f�ur ein Pro-blem ist ein Approximationsalgorithmus f�ur das Problem, der zus�atzlich Zufalls-entscheidungen tre�en darf. Das �ubliche Modell ist, dass in polynomieller Zeiteine Zufallszahl im Bereich f1; : : : ; ng gezogen werden kann, wobei n eine nat�urli-che Zahl ist, deren Codierungsl�ange polynomiell in der Gr�osse der Instanz seinmuss (sonst kann das Ergebnis der Zufallsauswahl ja gar nicht in polynomiellerZeit verwertet werden).Wir haben es zwar implizit mit der De�nition gesagt, wollen aber nocheinmalexplizit darauf hinweisen, dass die Laufzeit des Algorithmus durch ein festes Po-lynom in der Instanzgr�osse beschr�ankt sein muss { die Laufzeit muss also immerpolynomiell sein, unabh�angig von den Ausg�angen der Zufallsexperimente.Nun kommen wir noch zur De�nition der erwarteten Approximationsg�ute, dieganz �ahnlich aussieht wie im deterministischen Fall.De�nition 5.0.6 Sei � ein Optimierungsproblem mit Instanzenmenge I. Dieerwartete Approximationsg�ute eines randomisierten ApproximationsalgorithmusA bei Eingabe von Instanz I 2 I ist de�niert als�A(I) := E(w(A(I)))opt(I) ;wobei w(A(I)) der Wert der von A berechneten L�osung ist. Sei � : I 7! R+ eineFunktion. A hat erwartete G�ute �, falls f�ur alle Instanzen I gilt:�A(I) � �(I) (Minimierungsproblem)bzw. �A(I) � �(I) (Maximierungsproblem):42



Diese De�nition funktioniert �ubrigens auch f�ur deterministische Algorithmen (diewir als randomisierte Algorithmen ohne Zufallsauswahlen au�assen k�onnen). Indiesem Fall gilt immer E(w(A(I))) = w(A(I)), und wir bekommen die uns schonbekannte De�nition des Approximationsfaktors.Nach dieser De�nition ist Algorithmus RandomSat o�enbar ein randomisierterApproximationsalgorithmus f�ur das Max-� k-SAT Problem mit erwarteter Ap-proximationsg�ute (1� 1=2k), denn f�ur jede Instanz mit m Klauseln gilt�A(I) � �1� 12k �mopt(I) � �1� 12k �mm = �1� 12k� :Eine Frage, die sich bei der erwarteten G�ute ergibt, ist, mit welcher Wahrschein-lichkeit der Algorithmus diese G�ute wirklich erreicht. Mit anderen Worten: wassagt der Erwartungswert �uber das wirkliche Verhalten des Algorithmus aus? Wirwerden auf dieses Thema sp�ater noch ausf�uhrlicher eingehen. Im Fall von Max-� k-SAT sind wir allerdings in der gl�ucklichen Situation, dass es auch einendeterministischen Approximationsalgorithmus f�ur das Problem gibt, der G�ute(1 � 1=2k) hat, und der damit immer eine gute L�osung garantiert. Dieser Al-gorithmus beruht allerdings entscheidend auf dem Algorithmus RandomSat {genauer gesagt entsteht er durch Derandomisierung desselben. Dies ist eine all-gemeine Technik die oft anwendbar ist, um einem randomisierten Algorithmusnachtr�aglich den Zufallsgenerator wieder `herauszuoperieren'. Hier ist die deran-domisierte Version. Sie belegt wie zuvor die Variablen nacheinander mit Wertenb1; : : : ; bn, diesmal aber nicht zuf�allig, sondern nach einer festen Regel.Algorithmus 5.0.7 Wie zuvor bezeichnet X die Zufallsvariable f�ur die Gesamt-zahl erf�ullter Klauseln bei einer Belegung. Der Algorithmus berechnet bedingteErwartungswerte von X unter der Voraussetzung, dass gewisse Variablen schongewisse Werte haben. Die bedingte Erwartung von X unter Voraussetzung B wirdmit E(XjB) bezeichnet; wie bedingte Erwartungswerte de�niert sind und wie mansie in unserem Fall berechnen kann, ist Teil der Uebungen (Uebung 5.2).DetSat:FOR i := 1 TO n DOberechne E0 = E(Xjxj = bj; j = 1 : : : i� 1; xi = false)berechne E1 = E(Xjxj = bj; j = 1 : : : i� 1; xi = true)IF E0 � E1 THENbi := falseELSEbi := trueENDENDGib die Belegung fxi = bi; i = 1; : : : ; ng aus.43



Satz 5.0.8 Algorithmus DetSat liefert eine Belegung, die mindestens E(X) Klau-seln erf�ullt, also mindestens (1� 1=2k)m viele.Beweis: De�niere Ei = E(Xjxj = bj; j = 1; : : : ; i):Es gilt E0 = E(X), und En ist genau die Anzahl der Klauseln, die durch dievon DetSat gefundene Belegung erf�ullt werden. Wenn wir nun zeigen k�onnen,dass Ei � Ei�1 f�ur alle i = 1; : : : ; n gilt, folgt der Satz. Hierzu verwenden wirden Partitionssatz f�ur bedingte Erwartungen (siehe Uebung 5.1). Seien E0 undE1 die bedingten Erwartungswerte, die der Algorithmus in Iteration i berechnet.Dann gilt Ei�1 = E(Xjxj = bj; j = 1; : : : ; i� 1)= 12E(Xjxj = bj; j = 1; : : : ; i� 1; xi = false) +12E(Xjxj = bj; j = 1; : : : ; i� 1; xi = true)= 12E0 + 12E1� max(E0; E1)= E(Xjxj = bj; j = 1; : : : ; i)= Ei:
Dieser Algorithmus ist also mindestens so gut wie der randomisierte Algorith-mus, von dem er abgeleitet ist. Ist er vielleicht sogar besser? Dies kann nicht sein,sofern P6=NP ist, denn unter dieser Voraussetzung kann gezeigt werden, dass eskeinen Approximationsalgorithmus f�ur Max-� k-SAT gibt, der einen Approxi-mationsfaktor von 1� 12k + "erreicht, f�ur irgendein " > 0. Wir haben hier also das Ph�anomen, das man miteinem sehr einfachen Algorithmus bereits das bestm�ogliche Resultat erh�alt.5.1 UebungenUebung 5.1 Sind A;B zwei Ereignisse �uber einem Wahrscheinlichkeitsraum, soist die bedingte Wahrscheinlichkeit prob(AjB) (Wahrscheinlichkeit, dass A ein-tritt, unter der Voraussetzung, dass B eintritt) durchprob(AjB) := prob(A \ B)prob(B)44



de�niert. Der bedingte Erwartungswert E(XjB) einer ZufallsvariablenX bzgl. desEreignisses B ist dann �uber die FormelE(XjB) =Xx x prob(fX = xgjB)erkl�art. Beweise den folgenden Partitionssatz f�ur eine Zufallsvariable X, ein Er-eignis B und eine Partition B1; : : : ; Bn von B.E(XjB) = nXi=1 E(XjBi) prob(BijB):Uebung 5.2 Gib einen polynomiellen Algorithmus an, der f�ur gegebene KlauselnC1; : : : ; Cm �uber den Variablen x1; : : : ; xn und boolesche Werte b1; : : : ; bi; i � nden bedingten ErwartungswertEi := E(Xjfxj = bj; j = 1 : : : ig)berechnet, wobei X die Zufallsvariable ist, die die Anzahl erf�ullter Klauseln an-gibt.Uebung 5.3 Gib einen randomisierten Approximationsalgorithmus f�ur das Max-Cut Problem an, der einen erwarteten Approximationsfaktor von 1=2 erreicht.Kann der Algorithmus derandomisiert werden? Wenn ja, formuliere den resultie-renden deterministischen Algorithmus ohne Bezugnahme auf Wahrscheinlichkei-ten und Erwartungswerte.
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Kapitel 6LP-RelaxierungenIn diesem Kapitel werden wir eine allgemeine und h�au�g sehr erfolgreiche Technikf�ur Approximationsalgorithmen kennenlernen, die sogenannten LP-Relaxierungen.Oft wird diese Technik mit einer anderen Technik, dem randomisierten Runden,verkn�upft, um randomisierte Approximationsalgorithmen zu erhalten. Wir wollendiese Techniken am Beispiel des Problems Max-SAT einf�uhren.6.1 Max-SAT und LP-RelaxierungenDas Problem Max-SAT ist einfach das schon de�nierte Problem Max-� 1-SAT,d.h. wir haben eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform und sollen eineBelegung der Variablen �nden, die m�oglichst viele Klauseln erf�ullt. Die Algorith-men RandomSAT und DetSAT sind f�ur diesen Spezialfall Approximationsalgo-rithmen mit G�ute 1=2. Wir werden einen Algorithmus beschreiben, der G�ute 3=4erreicht.Gegeben ist eine Boolesche Formel ' �uber den Variablen x1; : : : ; xn und mitKlauseln C1; : : : ; Cm. F�ur jede Klausel Cj de�nieren wirV +j := Menge der unnegierten Variablen in CjV �j := Menge der negierten Variablen in CjAls ersten Schritt zur Entwicklung eines Approximationsalgorithmus dient unshier eine Umformulierung des Problems alsMathematisches Programm. Wir f�uhrendazu f�ur jede Boolesche Variable xi eine Variable yi ein. Die Bedeutung der yi istwie folgt. yi = � 1; falls xi = true0; falls xi = false :Analog haben wir f�ur jede Klausel Cj eine Variable zj. Hier soll zj = 1 bedeuten,dass die Klausel Cj erf�ullt ist. Entsprechend bedeutet zj = 0, dass Cj nichterf�ullt ist. Wir k�onnen dann Max-SAT als das folgende Optimierungsproblem46



beschreiben.(Max-SAT)maximiere mXj=1 zjunter Xi:xi2V +j yi + Xi:xi2V �j (1� yi) � zj; j = 1; : : : ; myi; zj 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m:Jede Belegung der Variablen yi mit Werten aus f0; 1g de�niert in nat�urlicherWeise eine Belegung der Booleschen Variablen xi mit true oder false. Die ersteNebenbedingung besagt, dass in jeder Klausel Cj, die zu der zu maximierendenFunktion den Wert 1 beitr�agt, mindestens ein Literal erf�ullt sein muss, d.h. dieKlausel erf�ullt sein muss. Damit entspricht die Summe Pmj=1 zj der Anzahl derKlauseln, die erf�ullt werden. Somit ist klar, dass es sich hier um eine �aquivalentFormulierung des Max-SAT Problems handelt.In dieser Formulierung haben wir ganzzahlige Variablen, eine lineare Zielfunktionin den Variablen und lineare Nebenbedingungen. Ein mathematisches Programmmit diesen Eigenschaften heisst ganzzahliges lineares Programm (ILP). O�enbarsind ILPs im allgemeinen NP-schwer, denn wir haben das Max-SAT Problem aufeine Instanz von ILP reduziert. Die Umformulierung als ILP bringt zun�achst nochnichts. Wir betrachten nun aber die sogenannte LP-Relaxierung des Problems.(Relaxiertes Max-SAT)maximiere mXj=1 zjunter Xi:xi2V +j yi + Xi:xi2V �j (1� yi) � zj; j = 1; : : : ; myi; zj 2 [0; 1]; i = 1; : : : ; n;j = 1; : : : ; m:Hier verlangen wir nicht mehr Ganzzahligkeit der Variablen, sondern lassen zu,dass diese auch Werte zwischen 0 und 1 annehmen k�onnen. Wir haben alsonur noch eine lineare Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen (die Forde-rung xi 2 [0; 1] kann ja als lineare Ungleichung 0 � xi � 1 geschrieben werden).Ein Problem dieses Typs bezeichnen wir als lineares Programm (LP). Der ent-scheidene Unterschied zwischen ILP und LP besteht nun darin, dass letztere sichin polynomieller Zeit l�osen lassen.Satz 6.1.1 (Khachyian 1980) LP ist in P, d.h. es existiert ein polynomiellerAlgorithmus f�ur jedes lineare Programm. Die Ausgabe des Algorithmus sind op-timale Werte f�ur die Variablen des Programms.47



Dies bedeutet im Hinblick auf Approximationsalgorithmen, dass lineare Program-me dort als Bausteine verwendet werden k�onnen. F�ur Max-SAT wird die Ideesein, die Relaxierung zu l�osen und dann die erhaltenen (nicht notwendigerweise)ganzzahligen Werte f�ur die yi geschickt zu runden, so dass man eine zul�assigeL�osung f�ur das Problem bekommt, die nicht zu weit vom Optimum entfernt ist.Dass sich das ILP und das relaxierte LP dabei sehr �ahnlich sind, ist nat�urlich dieGrundlage f�ur eine gute Approximation.Bevor wir den Approximationsalgorithmus f�ur Max-SAT beschreiben, soll nochkurz eine Motivation gegeben werden, warum LP leichter ist als ILP. Wir werdendann im weiteren die polynomielle L�osbarkeit von LP als `black box' verwenden.Betrachte das Problem Subset Sum. Dabei ist eine Menge q1; : : : ; qn von nat�urli-chen Zahlen und ein Zielwert k � Q := Pni=1 qi gegeben, und die Frage ist, obes eine Teilmenge der Zahlen gibt, deren Summe genau k ist. Dieses Problemist NP-vollst�andig und kann als ILP wie folgt geschrieben werden (wir brauchendabei nicht einmal eine Zielfunktion).(Subset-Sum) Finde x1; : : : ; xnmit nXi=1 qixi = k;xi 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n:W�ahrend dieses Problem also NP-vollst�andig ist, ist die relaxierte Version(Relaxiertes Subset Sum) Finde x1; : : : ; xnmit nXi=1 qixi = k;xi 2 [0; 1]; i = 1; : : : ; ntrivial zu l�osen: man setze einfach xi = k=Q f�ur alle i.Dieses Beispiel ist nat�urlich kein formales Argument daf�ur, dass LPs im allgemei-nen leicht zu l�osen sind (die bekannten polynomiellen Algorithmen sind �ubrigensauch relativ kompliziert); es soll einfach nur eine gewisse Intuition f�ur das Verh�alt-nis zwischen ILP und LP geben.Nach diesem kleinen Exkurs nun zur�uck zu unserem Problem Max-SAT. Wir wer-den nun einen Algorithmus zur L�osung des Problems Max-SAT beschreiben, derzun�achst das Relaxierte Max-SAT optimal l�ost, und dann die so erhaltene L�osungf�ur Relaxiertes Max-SAT in eine zul�assige L�osung von Max-SAT zu transformie-ren versucht. Der Approximationsalgorithmus f�ur Max-SAT sieht dann folgen-dermassen aus.Algorithmus 6.1.2 48



RR Max-SAT (Randomized Rounding Max-SAT):Finde eine optimale L�osung (ŷ1; : : : ; ŷn); (ẑ1; : : : ; ẑn)des Relaxierten Max-SAT.FOR i := 1 TO n DOW�ahle z 2 f0; 1g zuf�allig, so dassz = � 1; mit Wahrscheinlichkeit ŷi0; mit Wahrscheinlichkeit 1� ŷiIF z = 1 THENxi := falseELSExi := trueENDENDGib die erhaltene Belegung aus.Der Algorithmus interpretiert die L�osung ŷi des Relaxierten Max-SAT als Wahr-scheinlichkeiten, und rundet dann die einzelnen Variablen yi gem�ass diesen Wahr-scheinlichkeiten zu 0 und 1, bzw. der Algorithmus \rundet" die Variablen xi zutrue und false. Diese Technik aus einer zul�assigen L�osung eines linearen Pro-gramms eine zul�assigen L�osung des ganzzahligen linearen Programms zu erhalten,nennt man randomisiertes Runden.Dieser Algorithmus hat sicherlich polynomielle Laufzeit. F�ur die G�ute des Algo-rithmus erhalten wir den folgenden Satz.Satz 6.1.3 RR Max-SAT hat erwartete Approximationsg�ute 1� 1=e.Da 1� 1=e � 1=2 ist dieses schon eine Verbesserung gegen�uber den AlgorithmenRandomSAT und DetSAT, jedoch noch nicht der angek�undigte Algorithmus mitG�ute 3=4.Beweis von Satz 6.1.3: Sei die Boolesche Formel ' eine Instanz von Max-SAT. Dann ist die maximale Anzahl gleichzeitig erf�ullbarer Klauseln opt(') in' beschr�ankt durch Pmj=1 ẑj, denn das Optimum von Relaxiertem Max-SAT istsicher so gross wie das Optimum von Max-SAT. F�ur j = 1; : : : ; m, sei Xj = 1,falls die von RR Max-SAT gefundene Belegung die Klausel Cj erf�ullt. Sonst seiXj = 0. Dann giltprob(Xj = 0) = Yi:xi2V +j (1� ŷi) Yi:xi2V �j (1� (1� ŷi)):Nach De�nition von Relaxiertem Max-SAT giltXi:xi2V +j ŷi + Xi:xi2V �j 1� ŷi � ẑj:Wir wenden nun folgendes Lemma an, dass wir im Anschluss an diesen Beweisherleiten werden. 49



Lemma 6.1.4 Seien yi; i = 1; : : : ; k; positive reelle Zahlen mit Pki=1 yi � y.Dann gilt: kYi=1(1� yi) � (1� y=k)k:Wir erhalten prob(Xj = 0) � (1� ẑj=kj)kj ;wobei kj die Anzahl der Literale in Cj ist. Eine Uebungsaufgabe (Uebung 6.1)ist es, das folgende Lemma zu zeigen.Lemma 6.1.5 F�ur alle k 2 N und alle 0 � x � 1 gilt1� �1� xk�k � "1� �1� 1k�k# x:Anwendung des Lemmas liefert nunprob(Xj = 1) � 1� (1� ẑj=kj)kj � (1� (1� 1=kj)kj)ẑj � (1� 1=e)ẑj:Damit ist die erwartete Anzahl der Klauseln, die durch die Belegung von RRMax-SAT erf�ullt werden, nach unten durch(1� 1=e) mXj=1 ẑj � (1� 1=e)opt('):beschr�ankt.Nun der noch fehlende Beweis von Lemma 6.1.4.Beweis von Lemma 6.1.4: Die Ungleichung vom arithmetischen und geome-trischen Mittel besagt, dass f�ur positive reelle Zahlen ai; i = 1; : : : ; k;1k kXi=1 ai �  kYi=1 ai!1=k :Angewandt mit ai = (1� yi) zeigt diese Ungleichung das Lemma.Wir wollen nun den versprochenen 3=4-Approximationsalgorithmus herleiten.Satz 6.1.6 Wendet man RandomSAT und RR Max-SAT beide auf eine Boole-sche Formel ' an und nimmt dann von den beiden zul�assigen L�osungen diejenige,die mehr Klauseln erf�ullt, so liefert dieses einen Approximationsalgorithmus mitG�ute 3=4. 50



Beweis: Der kombinierte Algorithmus hat immer noch polynomielle Laufzeit.Um die G�ute abzusch�atzen verwenden wir folgendes Lemma, das wir im Anschlussan diesen Beweis herleiten werden.Lemma 6.1.7 F�ur alle k 2 N gilt�1� 12k� + 1� �1� 1k�k � 32 :Zum Beweis des Satzes sei n1 die erwartete Anzahl von Klauseln, die von derdurch RandomSAT gefundenen Belegung erf�ullt werden. F�ur RR Max-SAT seidieser Erwartungswert mit n2 bezeichnet. Wir m�ussen maxfn1; n2g � 3=2opt(')zeigen.Mit kj bezeichnen wir die Anzahl der Literale in der Klausel Cj von '. Aus demBeweis von Satz 6.1.3 folgtn2 � mXj=1(1� (1� 1=kj)kj)ẑj;wobei ẑj wie im Beweis von Satz 6.1.3 de�niert ist. F�ur n1 hatten wir bei derAnalyse von RandomSAT gezeigtn1 = mXj=1(1� 1=2kj):Da ẑj � 1 gilt n1 � mXj=1(1� 1=2kj)ẑj:Jetzt erhalten wirmaxfn1; n2g � n1 + n22 � mXj=1 " 1� �1� 1kj�kj!+ �1� 12kj �# ẑj:Mit Lemma 6.1.7 und Pmj=1 ẑj � opt(') gilt dannmaxfn1; n2g � 34 mXj=1 ẑj � 34opt('):Jetzt noch derBeweis von Lemma 6.1.7: Die Aussage des Lemmas ist �aquivalent zu�1� 1k�k � 12 � 12k :51



Man pr�uft nun leicht nach, dass�ki� 1ki � � ki+ 1� 1ki+1f�ur alle i. Daher gilt(1� 1=k)k = kXi=1 �ki�(�1=k)i � 1� �k1�1k + �k2� 1k2 ;denn nach der obigen Ungleichung k�onnen die weggelassenen Terme zu Paarenzusammengefasst werden, so dass die Summe der beiden Terme eines Paaresnegativ ist. Ist k ungerade, so gibt es f�ur den letzten Term keinen Partner. Aberder letzte Term ist dann negativ. Den Beweis abschliessen k�onnen wir durch1� �k1�1k + �k2� 1k2 = 12 � 12k :
6.2 Set Cover und LP-RelaxierungenAls n�achste Anwendung von LP-Relaxierungen und randomisiertem Runden wol-len wir uns das Problem Set Cover anschauen.Problem 6.2.1 (Set-Cover) Eine Instanz von Set Cover besteht aus einerGrundmenge V = fv1; : : : ; vng sowie einer Menge S1; : : : ; Sm von Teilmengenvon V . Gesucht ist dann die kleinste Teilmenge H � V mit der EigenschaftH \ Si 6= ;; i = 1; : : : ; m:Eine Menge H mit dieser Eigenschaft wird auch als hitting set bezeichnet, weilsie alle Teilmengen Si `tri�t'. Das Set Cover Problem ist damit o�enbar eineVerallgemeinerung des Vertex Cover Problems, bei dem wir jSij = 2 f�ur alle ihaben. Daraus folgt dann auch, dass Set Cover NP-schwer ist.Um wie bei Max-SAT das Problem Set Cover als mathematisches Programm zuformulieren, f�uhren wir Variablen x1; : : : ; xn ein, mit folgender Bedeutung:xi = � 1; falls vi 2 Hopt0; falls v 62 Hopt :
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Dabei bezeichnet Hopt eine feste optimale L�osungsmenge f�ur das Set Cover Pro-blem. Wir k�onnen nun Set Cover als folgendes Optimierungsproblem beschreiben.(Set Cover) minimiere nXi=1 xiunter Xi:vi2Sj xi � 1; j = 1; : : : ; mxi 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n:Die relaxierte Version sieht folgendermassen aus.(Relaxiertes Set Cover) minimiere nXi=1 xiunter Xi:vi2Sj xi � 1; j = 1; : : : ; mxi 2 [0; 1]; i = 1; : : : ; n:Dieses f�uhrt zu dem folgenden Approximationsalgorithmus f�ur Set Cover.Algorithmus 6.2.2RRSC (Randomized Rounding Set Cover):H := ;Finde eine optimale L�osung (x̂1; : : : ; x̂n) des RelaxiertenSet Cover.FOR i := 1 TO dlog(2m)e DOFOR j := 1 TO n DOW�ahle z 2 f0; 1g zuf�allig, so dassz = � 1; mit Wahrscheinlichkeit x̂j0; mit Wahrscheinlichkeit 1� x̂jIF z = 1 THENH := H [ fvjgENDENDENDGib H aus.Der Algorithmus RRSC hat polynomielle Laufzeit. Ausserdem gilt der folgendeSatz.Satz 6.2.3 Bei jeder Instanz I von Set Cover gilt(1) RRSC �ndet mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1=2 eine zul�assige L�osung.53



(2) Ist opt(I) die Gr�osse einer optimalen L�osung, so istE(jRRSC(I)j) � dlog(2m)eopt(I):Da RRSC gelegentlich keine zul�assige L�osung �ndet, ist dieser Algorithmus alsonach unserem bisherigen Verst�andnis kein Approximationsalgorithmus. Wir wer-den jedoch in K�urze unsere De�nition eines Approximationsalgorithmus �andern,um auch Algorithmen wie RRSC zuzulassen. Man beachte, dass wir immer inpolynomieller Zeit �uberpr�ufen k�onnen, ob RRSC eine zul�assige L�osung gefundenhat, denn die Entscheidungsvariante von Set Cover liegt in NP. Dieses bedeutetja gerade, dass �uberpr�uft werden kann, ob eine zul�assige L�osung vorliegt. Dochnun derBeweis von Satz 6.2.3: Sei I eine Instanz von Set Cover. Wir betrachten RRSCbei Eingabe I. Es gilt opt(I) � nXj=1 x̂j;denn das Optimum der Relaxierung von Set Cover ist sicherlich kleiner als dasdes urspr�unglichen Problems. Weiter sei Hi die Menge der Knoten, die RRSCim i-ten Durchlauf der �ausseren Schleife der Menge H hinzuf�ugt. Hierbei z�ahlenwir auch die vj, die zu Beginn des i-ten Schleifendurchlaufs schon in H sind, dieRRSC aber auch im i-ten Durchlauf noch einmal zu H hinzuzuf�ugen versucht.E(jHij) = nXj=1 x̂j � opt(I):Hieraus folgtE(jRRSC(I)j) = E(jHj) � dlog(2m)eXi=1 E(jHij) � dlog(2m)eopt(I):Damit ist Teil (2) des Satzes bereits bewiesen.Um Teil (1) zu beweisen, setze jSjj = kj; j = 1; : : : ; m. Nun giltprob(Sj \Hi = ;) = Yl:vl2Sj(1� x̂l):Mit Lemma 6.1.4 und der UngleichungPl:vl2Sj x̂l � 1, die aus der De�nition desRelaxierten Set Cover folgt, erhalten wirprob(Sj \Hi = ;) � (1� 1=kj)kj � 1=e:Dann giltprob(Sj \H = ;) = prob(Sj \Hi = ; f�ur alle i) � (1=e)dlog(2m)e � 1=(2m):54



Somit erhalten wir schliesslichprob(Es existiert ein Sj mit Sj \H = ;) � m2m = 12 :Dann aber ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sj \ H 6= ; f�ur alle j = 1; : : : ; m;mindestens 1=2. Dieses zeigt Teil (1) des Satzes.Wir wollen nun die De�nition von Approximationsalgorithmen so verallgemei-nern, dass sie auch den gerade behandelten Algorithmus RRSC miteinschliesst.Im Anschluss daran werden wir ein weiteres Beispiele f�ur LP-Relaxierungen ken-nenlernen.6.3 Eine verallgemeinerte De�nition von Appro-ximationsalgorithmenDer `Approximationsalgorithmus' f�ur Set Cover, den wir kennegelernt haben, iststrenggenommen kein Approximationsalgorithmus im Sinne unserer bisherigenDe�nitionen. Der Algorithmus berechnete ja nur mit einer gewissen Wahrschein-lichkeit eine zul�assige L�osung. Wir wollen bei einem Approximationsalgorithmusin Zukunft genau solch ein Verhalten zulassen. Der folgende Satz zeigt, dass die-se Erweiterung Sinn macht, sofern die `Erfolgswahrscheinlichkeit' f�ur das Findeneiner zul�assigen L�osung nicht zu klein ist.Satz 6.3.1 Sei p ein festes Polynom und A ein polynomieller Algorithmus, derf�ur jede Instanz eines Optimierungsproblems mit Wahrscheinlichkeit mindestens1=p(jIj) eine zul�assige L�osung liefert. Dann gibt es f�ur jedes " > 0 einen po-lynomiellen Algorithmus A", der mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 � " einezul�assige L�osung liefert.Dies bedeutet, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit beliebig nahe an 1 gebrachtwerden kann { in diesem Fall ist der Algorithmus sicher geeignet, um fast immereine Approximation zu berechnen.Beweis: Die Idee zur Konstruktion von A" ist einfach: A wird einfach immerwieder aufgerufen, solange bis eine zul�assige L�osung gefunden wurde (f�ur Proble-me in NP kann man das immer pr�ufen) oder eine Maximalzahl von Iterationenerreicht ist. W�ahlt man diese Maximalzahl geeignet, ergibt sich die gew�unschteErfolgswahrscheinlichkeit. Hier ist der Algorithmus A".Algorithmus A"(I):FOR i := 1 TO dp(jIj) ln(1=")e DOberechne eine L�osung S mittels A(I)IF S ist zul�assig THENgib S aus und brich den Algorithmus ab55



ENDENDDie Wahrscheinlichkeit, dass A" versagt, also in keiner der k := dp(jIj) ln(1=")eIterationen eine zul�assige L�osung �ndet, ist h�ochstens�1� 1p(jIj)�k ;denn 1 � 1=p(jIj) ist ja eine obere Schranke f�ur die Wahrscheinlichkeit des Ver-sagens in einer festen Iteration. Mit der Ungleichung 1 + x � exp(x) gilt nunweiter �1� 1p(jIj)�k � exp(�k=p(jIj))= exp(�dp(jIj) ln(1=")e=p(jIj))� exp(�p(jIj) ln(1=")=p(jIj))= exp(� ln(1="))= exp(ln ") = ":Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist also mindestens 1� ", was zu zeigen war.O�enbar hat A" auch polynomielle Laufzeit. Hier geht ein, dass die Erfolgswahr-scheinlichkeit von A nicht beliebig klein sein darf. W�are sie etwa von der Ordnung1= exp(jIj), so k�onnte man auf die hier gezeigte Weise keinen polynomiellen Ap-proximationsalgorithmus mit hoher Erfolgswahrscheinlichkeit konstruieren.Der Satz f�uhrt uns nun zu einer erweiterten De�nition des Begri�s des Approxi-mationsalgorithmus, bei dem wir gewisse Fehler erlauben.De�nition 6.3.2 Ein probabilistischer Approximationsalgorithmus f�ur ein Op-timierungsproblem ist ein polynomieller Algorithmus, der mit Wahrscheinlichkeitmindestens 1=2 eine zul�assige L�osung ausgibt.Die Konstante 1=2 ist nat�urlich willk�urlich gew�ahlt, ist nach Satz 6.3.1 aberebenso gut wie 1� " oder 1=p(jIj).Eine weitere Frage, die wir uns schon im Zusammenhang mit randomisierten Ap-proximationsalgorithmen gestellt haben, ist die folgende: Was sagt die erwarteteG�ute eines Algorithmus �uber dessen 'typisches' Verhalten aus? Es ist ja vorstell-bar, dass ein Algorithmus zwar eine gewisse erwartete G�ute besitzt, diese aber nurmit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit wirklich erreicht wird. Das typische Verhaltenk�onnte dann in der Berechnung einer sehr viel schlechteren Approximation be-stehen. Mit einem �ahnlichen Trick wie oben k�onnen wir aber argumentieren, dassuns die erwartete G�ute doch einen vern�unftigen Anhaltspunkt bietet, zumindestim Fall von Minimierungsproblemen. 56



Satz 6.3.3 Sei A ein randomisierter Approximationsalgorithmus f�ur ein Mini-mierungsproblem mit erwarteter G�ute �. Dann gibt es f�ur jedes " > 0 und jedesp < 1 einen Approximationsalgorithmus A";p, der f�ur jede Instanz mit Wahr-scheinlichkeit mindestens p eine L�osung mit Wert h�ochstens (1 + ")�(I)opt(I)liefert.Das bedeutet, wir k�onnen aus A einen Algorithmus konstruieren, der fast immereine L�osung liefert, die fast so gut ist wie man es erwartet.Beweis: Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass A immer eine zul�assige L�osungliefert (dies ist aber keine Beschr�ankung der Allgemeinheit, wie man sich �uberle-gen kann). Sei X die Zufallsvariable f�ur den Wert der von A berechneten L�osungbei fester Instanz I. Nach der Markov-Ungleichung giltprob(X � (1 + ")E(X)) � 11 + ":W�ahle nun k = k(�; p) so, dass� 11 + "�k � 1� p:(Den minimalen Wert f�ur k kann man sich anhand des Beweises von Satz 6.3.1oben �uberlegen.) Dann sieht der Algorithmus A";p wie folgt aus.Algorithmus A";p(I):FOR i := 1 TO k DOwi := w(A(I))ENDGib w := minki=1wi ausWir wissen, dass prob(wi � (1 + ")E(X)) � 11 + "gilt, f�ur i = 1; : : : ; k. Ferner gilt w � (1+ ")E(X) genau dann, wenn dies f�ur allewi gilt. Daraus folgt mit der Konstruktion von k, dassprob(w � (1 + ")E(X)) � 1� pgilt, also prob(w � (1 + ")E(X)) � p:Mit Wahrscheinlichkeit mindestens p gilt alsow = w(A";p(I)) � (1 + ")E(w(A(I))) � (1 + ")�(I)opt(I):Die Laufzeit von A";p ist nat�urlich immer noch polynomiell, weil k eine Konstanteist, die nur von " und p abh�angt. 57



F�ur Maximierungsprobleme gilt ein �ahnlicher Satz, allerdings nur unter Zusatz-voraussetzungen �uber � (siehe �Ubungen). Das Problem ist, dass wir in diesemFall keine Markov-Ungleichung haben: f�ur eine allgemeine nichtnegative Zufalls-variable X gibt es keine Schranke f�urprob(X � (1� ")E(X));die nur von " abh�angt.6.4 Ein LP-gest�utzter Approximationsalgorith-mus f�ur Job-SchedulingWir schliessen die Behandlung der LP-Relaxierungen zun�achst ab, indem wirdiese Technik verwenden, um einen Approximationsalgorithmus f�ur das schon inder Einleitung behandelte Job-Scheduling Problem zu entwickeln. Dieser wird sichganz im `traditionellen' Rahmen bewegen: er verwendet keinen Zufallsgenerator(funktioniert also nicht mit randomisiertem Runden wie die anderen zwei LP-basierten Algorithmen, die wir kennengelernt haben).Erinnern wir uns (siehe Problem 1.1.1): Beim Scheduling geht es darum, n Jobsmit Dauern di; i = 1; : : : ; n auf m identische Maschinen so zu verteilen, dass derMakespan { der Zeitpunkt, zu dem der letzte Job fertig wird { minimiert wird.Wir geben zun�achst eine ILP-Formulierung dieses Problems an. Dazu betrachtenwir Variablen xij 2 f0; 1g mit der Bedeutung, dass xij = 1 genau dann gilt, wennJob i auf Maschine j l�auft. Da die Reihenfolge, in der die Jobs auf einer einzelnenMaschine abgearbeitet werden, keine Rolle spielt, gibt uns das eine ganze Familievon Schedules mit dem gleichen Makespan. Hier ist nun die ILP Formulierung. tbezeichnet den Makespan.(Scheduling) minimiere tunter mXj=1 xij = 1; i = 1; : : : ; nnXi=1 dixij � t; j = 1; : : : ; mxij 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; m:Die ersten n Gleichungen kodieren die Bedingung, dass jeder Job auf genau einerMaschine l�auft, die folgenden m Ungleichungen garantieren, dass jede Maschi-ne zum Zeitpunkt t fertig ist. Dann ist klar, dass ein minimales t unter diesenBedingungen dem optimalen Makespan entspricht.Nun betrachten wir wie �ublich die LP-Relaxierung dieses ILP:58



(Relaxiertes Scheduling) minimiere tunter mXj=1 xij = 1; i = 1; : : : ; nnXi=1 dixij � t; j = 1; : : : ; mxij � 0; i = 1; : : : ; n;j = 1; : : : ; m:Wegen der ersten n Gleichungen sind die Bedingungen xij � 1 redundant.Nun l�osen wir die Relaxierung, allerdings sind wir an einer speziellen optimalenL�osung interessiert, deren Existenz von folgendem Lemma garantiert wird. (Esgibt auch polynomielle Algorithmen zur L�osung von LP, die solche speziellenL�osungen (Basisl�osungen) berechnen).Lemma 6.4.1 Es gibt eine optimale L�osung fx̂ij; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; mg f�urdas Problem (Relaxiertes Scheduling), mit der Eigenschaft, dass h�ochstens n+mWerte x̂ij von Null verschieden sind.Der Beweis ben�otigt etwas lineare Algebra und ist eine Uebungsaufgabe (Ue-bung 6.4). Sei fx̂ij; i = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ; mg nun eine L�osung mit h�ochstensn+m Nichtnullen. Wegen der ersten n Gleichungen muss es f�ur jedes i = 1; : : : ; nauf jeden Fall ein j geben, so dass x̂ij > 0 gilt. Dann kann es aber f�ur h�ochstens mWerte von i noch ein zweites j 0 geben, so dass x̂ij0 > 0 gilt. Mit anderen Worten:f�ur mindestens n�m der m�oglichen Werte von i gilt x̂ij = 1 f�ur genau ein j (undx̂ij0 = 0 f�ur j 0 6= j).Das bedeutet, die relaxierte L�osung gibt uns f�ur n �m der Jobs schon eine ka-nonische Zuordnung zu Maschinen vor. Die restlichen h�ochstens m Jobs verteilenwir nun noch so, dass jede Maschine h�ochstens einen von ihnen bekommt. Formalk�onnen wir den resultierenden Algorithmus LP Schedule wie folgt aufschreiben.Algorithmus 6.4.2LP Schedule:k := 1FOR i := 1 TO n DOIF ~xij = 1 f�ur ein j THENordne Job i Maschine j zuELSEordne Job i Maschine k zuk := k + 1 ENDEND 59



Satz 6.4.3 LP Schedule hat Approximationsg�ute 2.Beweis: Sei t� die optimale L�osung des Relaxierten Scheduling. Dann gilt, dassder von LPS erzeugte Schedule einen Makespan von h�ochstens t� + maxni=1 dihat, denn wenn nur Jobs i, f�ur die ein j mit x̂ij = 1 existiert, den Maschinenzugeordnet werden, erhalten wir nach Konstruktion des LP einen Schedule mitMakespan h�ochstens t�; durch die zus�atzlichen h�ochstens m Jobs (maximal einerpro Maschine) kann sich der Makespan nur um die Dauer des l�angsten unterdiesen Jobs erh�ohen. O�enbar gilt t� � opt;wobei opt die optimale L�osung von (Scheduling) ist, sowienmaxi=1 di � opt:Daraus folgt sofort t� + nmaxi=1 di � 2opt;LP Schedule liefert also wie der Algorithmus LS aus der Einf�uhrung (siehe Sei-te 6) einen Schedule, der h�ochstens zweimal so lang ist wie der optimale.
6.5 UebungenUebung 6.1 Zeige, dass f�ur alle k 2 N und alle 0 � x � 1 gilt1� �1� xk�k � "1� �1� 1k�k# x:Uebung 6.2 Beim Problem Node-Cover sind eine Menge V = fv1; : : : ; vngund eine Menge S = fS1; : : : ; Smg von Teilmengen von V gegeben. Gesucht isteine minimale Teilmenge T � S, so dass[i:Si2T Si = V:Zeige, wie Node Cover auf Set Cover reduziert werden kann, so dass die Gr�ossender jeweiligen optimalen Mengen identisch sind.Uebung 6.3 Betrachte folgenden Approximationsalgorithmus f�ur Set Cover: Seif := maxfjS1j; : : : ; jSmjg. Zun�achst bestimme eine optimale L�osung p1; : : : ; pn f�urdas Relaxierte Set Cover. Dann nimm in die L�osungsmenge H alle vi mit pi � 1=fauf.Zeige, dass dieser Algorithmus Approximationsg�ute f hat.60



Uebung 6.4 Gegeben sei ein lineares Programm in n Variablen und m Unglei-chungen (LP) minimiere nXi=1 cixiunter nXi=1 aijxi� =� � bj; j = 1; : : : ; mxi � 0; i = 1; : : : ; n:Beweise, dass es eine optimale L�osung f�ur das Problem gibt, bei der h�ochstensm der Variablen von Null verschiedene Werte haben (falls es �uberhaupt eineoptimale L�osung gibt).Hinweis: Seien x̂1; : : : ; x̂n die Werte irgendeiner optimalen L�osung, wobei mehrals m Werte von Null verschieden sind. De�niere b̂j = Pni=1 aijx̂i und betrachtedie a�nen Unterr�aumeU1 := f(x1; : : : ; xn) j xi = 0 f�ur alle i mit ~xi = 0gund U2 := f(x1; : : : ; xn) j nXi=1 aijxi = b̂j; j = 1; : : : ; mg:Zeige, dass sich U1 und U2 mindestens in einer Geraden schneiden und folgeredaraus die Existenz einer optimalen L�osung mit weniger von Null verschiedenenWerten als (x̂1; : : : ; x̂n).Uebung 6.5 Das Problem Tree-Multi-Cut ist wie folgt de�niert. Gegebenist ein Baum T = (V;E) und eine Teilmenge f(s1; t1); : : : ; (sk; ; tk)g von T � T .Gesucht ist eine m�oglichst kleine Teilmenge F der Kanten E, so dass in T 0 =(V;EnF ) f�ur keines der Paare (si; ti) der Knoten si in derselben Zusammenhangs-komponente liegt wie ti. Formuliere dieses Problem als ein ganzzahliges linearesProgramm. Die Anzahl der Variablen und die Anzahl der Nebenbedingungen desProgramms sollen polynomiell in jV j sein.Uebung 6.6 Beweise den folgenden Satz: gegeben sei ein randomisierter Appro-ximationsalgorithmusA f�ur ein Maximierungsproblem, mit konstanter erwarteterG�ute �. Dann gibt es f�ur jedes " > 0 und jedes p < 1 einen randomisierten Ap-proximationsalgorithmus A";p f�ur das Problem, der f�ur jede Instanz I mit Wahr-scheinlichkeit mindestens p eine L�osung mit G�ute mindestens (1� ")� berechnet.
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Kapitel 7Semide�nites Programmierenund ApproximationsalgorithmenIn diesem Kapitel werden wir eine neue Technik f�ur Approximationsalgorith-men kennenlernen, das sogenannte semide�nite Programmieren. Relaxierungen,die auf semide�nitem Programmieren basieren (SDP-Relaxierungen) sind eineVerallgemeinerung von LP-Relaxierungen. Wir werden die Technik zun�achst amBeispiel Max-Cut erl�autern.7.1 Semide�nites Programmieren und Max-CutHier noch einmal zur Erinnerung die De�nition von Max-Cut (siehe Problem 1.3.1).Gegeben ist ein Graph G = (V;E), wobei wir annehmen dass V = f1; : : : ; ng.Gesucht ist eine Teilmenge S � V , so dass die Anzahl der Kanten, die von einemElement in S zu einem Element aus V nS f�uhren, maximal ist. Wir haben f�urdieses Problem schon einen Approximationsalgorithmus mit erwarteter G�ute 1=2kennengelernt. Dieser Algorithmus hat die Menge S zuf�allig konstruiert. Um eineVerbesserung zu erreichen, werden wir Max-Cut als mathematisches Programmformulieren.Hierzu setzen wir aij = 1, falls die Kante fi; jg 2 E und aij = 0 sonst i; j =1 : : : ; n. Weiter f�uhren wir Variablen xi; i = 1; : : : ; n; ein, die die Werte 1;�1annehmen k�onnen. Die Bedeutung dieser Variablen ist wie folgt: xi = 1 genaudann, wenn i 2 S. Dann k�onnen wir Max-Cut folgendermassen de�nieren.(Max-Cut) maximiere Xi<j aij 1� xixj2unter xi 2 f�1; 1g; i = 1; : : : ; n:Nun ist dieses Programm zwar �aquivalent zum Max-Cut Problem, aber das Pro-gramm ist kein ganzzahliges lineares Programm. Wir k�onnen dieses Programm62



also nicht zu einem linearen Programm relaxieren.Der erste Ansatz, dieses Problem zu umgehen, k�onnte darin bestehen, die Varia-blenprodukte xixj; i < j; durch neue Variablen yij zu ersetzen. Dadurch w�urdedas obige Programm zu einem ganzzahligen linearen Programm, da die yij eben-falls Werte in f�1; 1g annehmen w�urden. Allerdings ist dann v�ollig unklar, wieeine optimale L�osung des relaxierten Programms eine zul�assige L�osung von Max-Cut liefern soll. Man beachte, dass das relaxierte Programm uns �n2� viele Werteyij liefert, w�ahrend imMax-Cut nur nWerte f�ur die xi ben�otigt werden. Insbeson-dere ist nicht klar, warum eine optimale L�osung ŷij f�ur das relaxierte Programmdie Form ŷij = x̂ix̂j; i < j; haben sollte.Daher werden wir nun f�ur jeden Knoten i 2 V einen Vektor vi bestehend aus nVariablen einf�uhren. Wir de�nieren weiter f�ur zwei Vektoren u = (u1; : : : ; un) undv = (v1; : : : ; vn) 2 Rn ihr Produkt uv als Pni=1 uivi. Schliesslich sei Sn := fu 2Rnjuu = 1g. Wir erhalten dann mit den aij von vorher das sogenannte ProblemVektor-Max-Cut.(Vektor-Max-Cut) maximiere Xi<j aij 1� vivj2unter vi 2 Sn; i = 1; : : : ; n:Die Bedingung vi 2 Sn hat also die Bedingung xi 2 f�1; 1g ersetzt. Da S1 =f�1; 1g scheint dieses eine nat�urliche Verallgemeinerung zu sein. Doch der eigent-liche Grund f�ur diese Setzung ist das folgende Lemma.Lemma 7.1.1 Sei opt der Wert einer optimalen L�osung einer Instanz von Max-Cut und opt� der Wert einer optimalen L�osung der entsprechenden Instanz vonVektor-Max-Cut. Dann gilt opt � opt�.Beweis: Sei S � V eine L�osung mit optimalemWert opt. Setze v̂i = (1; 0; : : : ; 0)falls i 2 S und v̂i = (�1; 0; : : : ; 0) falls i 62 S. Da v̂i 2 Sn, ist dies eine zul�assigeL�osung von Vektor-Max-Cut mit Wert opt. Das Lemma folgt.Die Bedingung vi 2 Sn stellt also sicher, dass eine zul�assige L�osung von Max-Cutzu einer zul�assigen L�osung von Vektor-Max-Cut transformiert werden kann.Jetzt werden wir Vektor-Max-Cut noch anders, und wie sich herausstellen wird,�aquivalent umformulieren. Hierzu f�uhren wir eine Variable vij f�ur jedes der Pro-dukte vivj ein. Damit ist die Zielfunktion von Vektor-Max-Cut eine lineare Funk-tion der vij. Weiter sehen wir, dass nun die Anzahl der vij mit der Anzahl derVariablen in den Vektoren vi �ubereinstimmt. Wir sollten aber auch noch sicher-stellen, dass sich die vij als Produkte von Vektoren v1; : : : ; vn schreiben lassen.
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Wir werden dieses explizit in das folgende Programm aufnehmen.(Relaxiertes-Max-Cut)maximiere Xi<j aij 1� vij2unter vii = 1 i = 1; : : : ; n(vij)i;j=1;:::;n = V V T f�ur eine MatrixV 2 Rn�nDie Bedingung vii entspricht der Bedingung vi 2 Sn, denn vii = vivi. Die zweiteBedingung dr�uckt aus, dass die vij Produkte von n Vektoren v1; : : : ; vn sein sollen.Diese Vektoren k�onnen n�amlich als die Zeilen von V gew�ahlt werden.Nach diesen Beobachtungen ist es klar, dass der optimale Wert einer L�osung desRelaxierten Max-Cut der optimale Wert einer L�osung von Vektor-Max-Cut ist.Nun gibt es einen polynomiellen Algorithmus der Programme wie Relaxiertes-Max-Cut, fast optimal l�ost. Ausserdem gibt es einen polynomiellen Algorithmus,der aus den vij die Vektoren vi bestimmt. Diese beiden Algorithmen werden wirbenutzen, um Vektor-Max-Cut fast optimal zu l�osen. Wir werden dann nochzeigen, dass aus dieser L�osung von Vektor-Max-Cut eine gute L�osung von Max-Cut konstruiert werden kann.Eine Matrix Y 2 Rn�n, f�ur die eine Matrix V 2 Rn�n existiert mit Y = V V T ,heisst symmetrisch positiv semide�nit . Ein semide�nites Programm (SDP) ist einProgramm der folgenden Form.(SDP)maximiere Xi<j cijvijunter (vij)i;j=1;:::;n ist symmetrischpositiv semide�nitlk(v11; : : : ; vnn) � bk; k = 1; : : : ; m;wobei die cij; bk beliebige ganze Zahlen sind. Weiter sind die lk lineare Funktionenin den vij mit ganzzahligen Koe�zienten. Es gilt nun der folgende Satz.Satz 7.1.2 Es gibt einen Algorithmus, der f�ur jedes SDP und jedes � > 0 Wertev̂ij 2 Q �ndet, so dass die Matrix (v̂ij)i;j=1;:::;n symmetrisch positiv semide�nitist, lk(v̂11; : : : ; v̂nn) � bk; f�ur alle k und ausserdem giltXi<j cij v̂ij � opt� � �;hierbei ist opt� der optimale Wert einer L�osung des semide�niten Programms.Die Laufzeit des Algorithmus ist polynomiell in n, log(1=�) und den Bitgr�ossender cij; bk, und der Koe�zienten der lk.64



Mit anderen Worten, der Algorithmus �ndet in polynomieller Zeit eine fast opti-male, zul�assige L�osung des Programms.Dieses Satz ist schwer zu beweisen, und wir verzichten darauf. Schliesslich nochSatz 7.1.3 Es gibt einen Algorithmus, der f�ur jede symmetrische positiv semi-de�nite Matrix Y 2 Qn�n eine Matrix V 2 Rn�n berechnet, so dass Y = V V T .Die Laufzeit des Algorithmus ist polynomiell in der Bitgr�osse der Eintr�age vonY .Auch diesen Satz werden wir nicht beweisen. Wir erw�ahnen nur, dass die Zerle-gung Y = V V T als Cholesky-Zerlegung in den meisten B�uchern �uber NumerischeMathematik behandelt wird. In der Formulierung des Satzes haben wir einigetechnische Schwierigkeiten unterdr�uckt. Da V 2 Rn�n sein wird, k�onnen dieEintr�age von V nicht exakt berechnet werden|sie k�onnen irrational sein. Dasbedeutet, man kann nur so etwas wie eine approximative Cholesky-Zerlegungberechnen. Allerdings k�onnen die Eintr�age der Matrix V beliebig genau approxi-miert werden. Dieses ist f�ur unsere Zwecke ausreichend. Wir erhalten nunSatz 7.1.4 Es gibt einen Algorithmus, der f�ur jedes � > 0 Vektoren v̂i; i =1; : : : ; n; berechnet, die eine zul�assige L�osung f�ur Vektor-Max-Cut sind. Der Wertder durch die v̂i gegebenen L�osung von Vektor-Max-Cut weicht vom Wert opt�einer optimalen L�osung h�ochstens um � ab. Die Laufzeit des Algorithmus ist po-lynomiell in n und in log(1=�).Hier eine Beweisskizze. Zun�achst berechnen wir eine fast optimale L�osung dessemide�niten Programms. Sei die Abweichung vom Optimum ~� und die gefundeneMatrix ~V = (v̂ij). Dann berechnen wir eine Approximation V̂ zur Cholesky-Zerlegung von ~V . Die Zeilen der Matrix V̂ sind die v̂i. Nun wird der Wert derv̂i nicht mehr nur um ~� vom Optimum abweichen. Jedoch kann man durch eineFehleranalyse zeigen, dass die Abweichung vom Optimum nicht sehr viel gr�ossergeworden ist. Startet man also mit einen ~�, das etwas besser ist als �, so werdendie berechneten v̂i den Satz erf�ullen.Mit diesem Satz sehen wir, dass insbesondere Vektor-Max-Cut in polynomiellerZeit fast optimal gel�ost werden kann. Der n�achste Algorithmus zeigt nun, wie wiraus einer solchen L�osung eine L�osung f�ur Max-Cut konstruieren k�onnen, die sehrnahe an das Optimum herankommt. Neben einem Graphen G = (V;E) erwartetder Algorithmus als zus�atzliche Eingabe ein � > 0.Algorithmus 7.1.5SDP-Max-Cut:S := ;Mit Hilfe des relaxierten Max-Cut �nde eine L�osung v̂i; i = 1; : : : ; n;von Vektor-Max-Cut, die vom Optimum opt� nur um � abweicht.65



W�ahle einen zuf�alligen Vektor r 2 Sn.FOR i := 1 TO n DOIF rvi � 0 THENS := S [ figENDENDGib S aus.Die gesuchte L�osung f�ur Vektor-Max-Cut k�onnen wir nach dem vorangehendenSatz in polynomieller Zeit �nden. Auch der Schleifendurchlauf erfordert nur po-lynomielle Zeit. Allerdings stellt sich die Frage, wie ein zuf�alliger Vektor r 2 Snin polynomieller Zeit erzeugt werden kann. Dieses ist auch nicht m�oglich. Mankann allerdings in polynomieller Zeit einen Vektor erzeugen, der \fast" zuf�alligist. Dieses wird an der Analyse des Algorithmus nicht viel �andern. Wir wollenhierauf nicht n�aher eingehen. Wir nehmen einfach an, dass wir einen zuf�alligenVektor r 2 Sn erzeugen k�onnen. Dann erhalten wir folgenden Satz.Satz 7.1.6 Algorithmus SDP-Max-Cut ist ein Approximationsalgorithmus f�urMax-Cut. Bei zus�atzlicher Eingabe � > 0 hat der Algorithmus erwartete G�ute�� �, wobei � = 0; 87856.Beweis: Wir haben uns bereits �uberlegt, dass der Algorithmus polynomielleLaufzeit besitzt. Er erzeugt sicherlich auch eine zul�assige L�osung. Wir m�ussenalso nur noch die Aussage �uber die erwartete Approximationsg�ute beweisen.Wir de�nieren Zufallsvariablen Xij; 1 � i � n; 1 � j < i wie folgt. Xij = 1, fallsi 2 S ^ j 62 S oder falls i 62 S ^ j 2 S. Tre�en beide Bedingungen nicht zu, istXij = 0. Weiter de�nieren wir X =Xi<j aijXij;wobei die aij de�niert sind wie zu Anfang dieses Kapitels. Der vom Algorithmusberechnet Schnitt hat nun den erwarteten Wert E(X). Wir erhaltenE(X) =Xi<j E(Xij) =Xi<j prob(Xij = 1) =Xi<j prob(sign(v̂ir) 6= sign(v̂jr));wobei wir mit sign(u) das Vorzeichen einer reellen Zahl bezeichnen. Etwas unor-thodox setzen wir sign(0) = 1. Die Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswertebeziehen sich hierbei immer auf die zuf�allige Wahl von r 2 Sn. Um die Wahr-scheinlichkeiten in der letzten Summe abzusch�atzen, betrachten wir zun�achst denFall r; v̂i; v̂j 2 R2. Dann giltprob(sign(v̂ir) 6= v̂jr) = 2\(v̂i; v̂j)2� = \(v̂i; v̂j)� = arccos(v̂iv̂j)� ;66



denn die Vorzeichen von rv̂i; rv̂j sind genau dann verschieden, wenn r im vonv̂i; v̂j eingeschlossenen (Doppel-)Winkel liegt.Der allgemeine, n-dimensionale Fall kann nun leicht auf den zweidimensionalenFall reduziert werden, denn wir k�onnen unsere Betrachtungen immer auf die vonv̂i; v̂j aufgespannte Ebene einschr�anken. Wir erhalten alsoprob(Xij = 1) = arccos(v̂iv̂j)� :Wir wenden jetzt folgendes Lemma an, dessen Beweis eine Uebungsaufgabe ist.Lemma 7.1.7 F�ur alle �1 < z < 1 gilt arccos(z)� � � 1�z2 ; wobei � = 0; 87856 wieoben.Es gilt also E(X) � �Xi<j aij 1� v̂iv̂j2 :Nun sind aber die Vektoren v̂i fast eine optimale L�osung von Vektor-Max-Cut.Genauer, bezeichnet opt� den Wert einer optimalen L�osung von Vektor-Max-Cut,so gilt Xi<j aij 1� v̂iv̂j2 � opt� � �:Mit opt bezeichnen wir nun den optimalen Wert der Max-Cut-Instanz, dann giltmit Lemma 7.1.1E(X) � �Xi<j aij 1� v̂iv̂j2 � �(opt� � �) � �(opt� �) � (�� �)opt:Damit ist der Satz bewiesen.Dieser Satz legt es nahe zu sagen, dass Max-Cut bis auf den Faktor � approxi-miert werden kann, denn wir k�onnen ja � beliebig klein w�ahlen. Deshalb f�uhrenwir nun folgende De�nition ein.De�nition 7.1.8 Sei � ein Optimierungsproblem. Wir sagen, � hat Approxi-mationsg�ute oder Approximationsfaktor c, falls f�ur jedes � > 0 ein Approximati-onsalgorithmus A(�) f�ur � existiert, der Approximationsg�utec� � bei Maximierungsproblemenc+ � bei Minimierungsproblemenhat. 67



Einen Spezialfall dieser De�nition kennen wir schon. Im Fall c = 1 stimmt dieseDe�nition n�amlich mit der De�nition von einem Approximationsschema �uberein.Ein Optimierungsproblem � hat also Approximationsg�ute 1 genau dann, wenn� ein Approximationsschema besitzt. Wir k�onnen nun auch das Ergebnis �uberMax-Cut zusammenfassen in der Bemerkung, dass Max-Cut Approximationsg�ute� = 0; 87856 besitzt.7.2 Semide�nites Programmieren undMax-� 2-SATWir wollen nun semide�nites Programmieren anwenden, um einen besseren Ap-proximationsalgorithmus f�ur Max-� 2-SAT zu erhalten. Wir haben bislang einenApproximationsalgorithmus mit G�ute 3=4 kennengelernt. Wir werden diesen aufeinen Approximationsalgorithmus mit G�ute �� � verbessern, wobei � = 0; 87856wie im vorangegangenen Abschnitt und � > 0 beliebig. Nach De�nition 7.1.8zeigen wir also, dass Max-� 2-SAT Approximationsg�ute � hat.Gegeben sei eine Max-� 2-SAT Formel ' �uber den Variablen fx1; : : : ; xng. D.h.' hat die Form ' = Vmj=1Cj; und jede Klausel Cj hat die Form Cj = lj oderCj = lj1 _ lj2 f�ur Literale lj; lj1; lj2 2 fx1; : : : ; xng [ f:x1; : : : ;:xng. Um Max-� 2-SAT als ein mathematisches Programm zu formulieren, f�uhren wir Variableny0; y1; : : : ; yn ein. Diese Variablen k�onnen Werte in f�1; 1g annehmen. Der Zu-sammenhang zwischen den Variablen xi und den Variablen yi wird durch folgende�Aquivalenz hergestellt. xi = true, y0 = yi (7.1)Man beachte, dass nach dieser Setzung einer Belegung der Variablen xi zweiBelegungen der Variablen yi entsprechen. Es kann n�amlich einmal y0 = 1 gesetztwerden, und dann k�onnen die �ubrigen yi entsprechend der Belegung der xi gew�ahltwerden. Es kann aber auch y0 = �1 gesetzt werden. Auch dieses kann dann zureiner Belegung der �ubrigen yi erweitert werden, die der Belegung der xi entspricht.Wir wollen nun f�ur jede Klausel Cj eine Funktion uj in den yi de�nieren, sodass bei Einsetzen von Werten yi 2 f�1; 1g die Funktion uj nur die Werte 0; 1annehmen kann. Weiter soll eine Belegung der xi die Klausel Cj genau dannerf�ullen, wenn beide Belegungen der yi, die dieser Belegung der xi entsprechen,bei Einsetzen in uj den Wert 1 ergeben.Bestehe Cj zun�achst aus einem Literal lj. Wir setzenuj = 1+y0ys2 falls lj = xsuj = 1�y0ys2 falls lj = :xs
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F�ur Klauseln Cj mit zwei Literalen lj1; lj2 setzen wiruj = 1� 1�y0ys2 1�y0yt2 falls Cj = xs _ xtuj = 1� 1+y0ys2 1�y0yt2 falls Cj = :xs _ xtuj = 1� 1+y0ys2 1+y0yt2 falls Cj = :xs _ :xtMan pr�uft leicht nach, dass uj die gew�unschte Eigenschaft hat. F�ur Klauseln Cjmit zwei Literalen wollen wir uj noch etwas anders schreiben. Sei z.B. Cj = xs_xt,dann gilt uj = 1� 1� y0ys2 1� y0yt2 = 1 + y0ys4 + 1 + y0yt4 + 1� ysyt4 :Allgemein k�onnen wir f�ur alle Klauseln Cj mit zwei Variablen schreibenuj = 1� 1� y0ys2 1� y0yt2 = 1� y0ys4 + 1� y0yt4 + 1� ysyt4 ;wobei die Vorzeichen geeignet zu w�ahlen sind. Jetzt erhalten wir das folgendemathematische Programm, das zu Max-� 2-SAT �aquivalent ist.(Max-� 2-SAT) maximiere mXj=1 uj = 34m+Xs<t astysytunter yi 2 f�1; 1g; i = 0; : : : ; n;wobei sich die aij aus den Formeln f�ur die uj ergeben. Nun gehen wir analogwie bei Max-Cut vor. D.h. zun�achst ersetzen wir die Variablen yi durch Vektorenvi bestehend aus n Variablen. Bezeichnen wir mit wj die Funktion, die aus ujentsteht, wenn wir die yi durch die vi ersetzen. Wir erhalten dann(Vektor-Max-� 2-SAT) maximiere mXj=1 wj = 34m+Xs<t astvsvtunter vi 2 Sn; i = 0; : : : ; n:Wie bei Max-Cut und Vektor-Max-Cut k�onnen wir argumentieren, dass das Op-timum opt� von Vektor-Max-� 2-SAT mindestens so gross ist wie das Optimumopt von Max-� 2-SAT selbst.Schliesslich f�uhren wir noch Variablen vst f�ur die Produkte vsvt ein. Dieses f�uhrtauf (Relaxiertes-Max-� 2-SAT)maximiere 34m+Xs<t astvstunter vss = 1 s = 1; : : : ; n(vst)s;t=1;:::;n = V V T f�ur eine MatrixV 2 Rn�n:69



Dieses ist ein semide�nites Programm. Nach Satz 7.1.2 k�onnen wir also eineL�osung dieses Programms berechnen, die bis auf beliebiges � > 0 an den Werteiner optimalen L�osung herankommt. Nach Satz 7.1.3 k�onnen wir diese L�osungvon Relaxiertem-Max-� 2-SAT dann in eine L�osung v̂0; : : : ; v̂n von Vektor-Max-� 2-SAT transformieren, die ebenfalls bis auf beliebiges � > 0 an das Optimumopt� von Vektor-Max-� 2-SAT herankommt. Dieses f�uhrt zu folgendem Appro-ximationsalgorithmus f�ur Max-� 2-SAT, der neben einer � 2-SAT Formel ' einezus�atzliche Eingabe � > 0 erwartet.Algorithmus 7.2.1SDP-Max-� 2-SAT:S := ;Mit Hilfe von Relaxiertem-Max-Cut �nde eine L�osung v̂i; i = 1; : : : ; n;von Vektor-Max-� 2-SAT, die vom Optimum nur um � abweicht.W�ahle einen zuf�alligen Vektor r 2 Sn.FOR i := 1 TO n DOIF sign(rvi) = sign(rv0) THENxi = trueELSExi = falseENDENDGib die gefundene Belegung aus.Satz 7.2.2 Bei zus�atzlicher Eingabe � > 0 ist SDP-Max-� 2-SAT ein Approxi-mationsalgorithmus mit G�ute �� �.Beweis: Wie bei dem Algorithmus SDP-Max-Cut folgt, dass Algorithmus SDP-Max-� 2-SAT ein Approximationsalgorithmus ist. Wir m�ussen also noch die Be-hauptung �uber die Approximationsg�ute beweisen. Hierzu bezeichne X die Zu-fallsvariable, die die Anzahl der von einer Belegung erf�ullten Klauseln z�ahlt. F�urdie erwartete Anzahl der Klauseln E(X), die die von Algorithmus SDP-Max-� 2-SAT gefundene Belegung erf�ullt, giltE(X) = mXj=1 E(uj);wobei die Erwartungswerte der uj �uber die Wahl des zuf�alligen Vektors r 2 Sngenommen wird.Setze ŷi = rv̂i und betrachte eine Klausel Cj mit uj = 1�y0ys4 + 1�y0yt4 + 1�ysyt4 .E(uj) = E �1� ŷ0ŷs4 + 1� ŷ0ŷt4 + 1� ŷsŷt4 � =70



E �1� ŷ0ŷs4 �+ E �1� ŷ0ŷt4 �+ E �1� ŷsŷt4 � :F�ur beliebige s; t zwischen 0 und n giltE �1�ŷsŷt4 � = 12 prob(sign(v̂sr) 6= sign(v̂tr)) = 1� arccos(v̂sv̂t)E �1+ŷsŷt4 � = 12 prob(sign(v̂sr) = sign(v̂tr)) = 1� 1� arccos(v̂sv̂t):Nach Lemma 7.1.7 gilt 1� arccos(v̂sv̂t) � �1� v̂sv̂t2 ;f�ur � = 0; 87856. Analog kann gezeigt werden (Uebung 7.4)1� 1� arccos(v̂sv̂t) � �1 + v̂sv̂t2 :Damit erhalten wir E �1�ŷsŷt4 � � � 1�v̂sv̂t4E �1+ŷsŷt4 � � � 1+v̂sv̂t4 :Insgesamt daher E(uj) = E �1� ŷ0ŷs4 + 1� ŷ0ŷt4 + 1� ŷsŷt4 �� ��1� v̂0v̂s4 + 1� v̂0v̂t4 + 1� v̂sv̂t4 � :Daraus schliessen wir, dass E(X) mindestens so gross ist wie der Wert der L�osungv̂0; : : : ; v̂n f�ur Vektor-Max-� 2-SAT. Dieser Wert war opt���. Da opt� mindestensso gross ist, wie das Optimum opt von Max-� 2-SAT erhalten wirE(X) � �(opt� � �) � �(opt� �) � (�� �)opt:Dieses schliesst den Beweis des Satzes ab.Wir haben also gezeigt, dass Max-� 2-SAT Approximationsg�ute � = 0; 87856hat.7.3 Semide�nites Programmieren undMax-SAT�In diesem Abschnitt werden wir semide�nites Programmieren auf Max-SAT an-wenden. Zur Erinnerung, bislang haben wir einen Approximationsalgorithmus f�urMax-SAT mit G�ute 3=4. Dieses haben wir erreicht, indem wir die beiden Algo-rithmen Random-SAT und RR-Max-SAT miteinander kombiniert haben (siehe71



Seite 50). Geht man zur�uck zur Analyse des kombinierten Algorithmus, so kannman recht leicht sehen, dass wir den Approximationsalgorithmus mit erwarteterG�ute auch durch folgenden randomisierten Algorithmus h�atten erreichen k�onnen:mit Wahrscheinlichkeit jeweils 1=2 w�ahle Algorithmus Random-SAT oder Algo-rithmus RR-Max-SAT. Wende den gew�ahlten Algorithmus auf die Instanz vonMax-SAT an und gib die erhaltene Belegung aus. Einen �ahnlichen Ansatz wol-len wir nun auch anwenden, allerdings mit einer Relaxierung von Max-SAT, dieein semide�nites Programm ist. Diese wird eine Kombination der semide�nitenRelaxierung von Max-� 2-SAT und der LP-Relaxierung von Max-SAT sein.Sei also ' eine Max-SAT Formel �uber den Variablen xi mit m Klauseln Cj. DieVariablen yi sind wie im vorherigen Abschnitt de�niert. F�ur Klauseln Cj mit einoder zwei Variablen de�nieren wir uj ebenfalls wie bei Max-� 2-SAT. Mit l(Cj)bezeichnen wir die Anzahl der Literale in Klausel Cj. Ausserdem bezeichnenwir mit V +j die Menge der unnegierten Variablen in Cj und mit V �j die Mengeder negierten Variablen in Cj. Wir k�onnen dann das folgende mathematischeProgramm f�ur Max-SAT aufstellen.(Max-SAT)maximiere mXj=1 zjunter Xxi2V +j 1 + y0yi2 + Xxi2V �j 1� y0yi2 � zj j = 1; : : : ; muj � zj 8Cj : l(Cj) � 2zj 2 f0; 1g; yi 2 f�1; 1g:Dieses Programm k�onnen wir wie vorher in Programme Vektor-Max-SAT undRelaxiertes-Max-SAT �uberf�uhren. Das Programm Vektor-Max-SAT sieht folgen-dermassen aus.(Vektor-Max-SAT)maximiere mXj=1 zjunter Xxi2V +j 1 + v0vi2 + Xxi2V �j 1� v0vi2 � zj j = 1; : : : ; mwj � zj 8Cj : l(Cj) � 2vi 2 Sn; i = 0; : : : ; nzj 2 [0; 1] j = 1; : : : ; m:Hierbei ist wie bei Max-� 2-SAT wj die Funktion die aus uj durch die Erset-zung von yi durch vi entsteht. Das Programm Relaxiertes-Max-SAT genau aus-72



zuarbeiten �uberlassen wir dem Leser. Das Programm (Vektor-Max-SAT) ist je-denfalls ein semide�nites Programm. Dieses k�onnen wir wiederum fast optimall�osen, um dann mit der Cholesky-Zerlegung Vektoren v̂0; : : : ; v̂n, sowie Zahlenẑj; j = 1; : : : ; m; zu bestimmen, so dass diese Vektoren und Zahlen eine L�osungvon Vektor-Max-SAT bestimmen, die vom Optimum opt� dieses Problem nur umein beliebig kleines � > 0 abweicht.Wir betrachten nun die folgenden randomisierten Algorithmen A1; A2; A3A1 : Setze xi = wahr mit Wahrscheinlichkeit 1=2.A2 : Setze xi = wahr mit Wahrscheinlichkeit (1 + v̂0v̂i)=2.A3 : W�ahle r 2 Sn zuf�allig. Setze xi = wahr, falls sign(v̂0r) = sign(v̂ir).Die Analysen von Random-SAT, RR-Max-SAT und SDP-Max-SAT liefern nununmittelbar oder nach leichten Aenderungen, dassA1 : Algorithmus A1 erf�ullt eine Klausel Cj mit l(Cj) = k mit Wahrscheinlichkeit1� 1=2k.A2 : Algorithmus A2 erf�ullt eine Klausel Cj mit l(Cj) = k mit Wahrscheinlichkeit(1� (1� 1=k)k)ẑj.A3 : Algorithmus A3 erf�ullt eine Klausel Cj mit l(Cj) � 2 mit Wahrscheinlichkeit�ẑj; � = 0; 87856.Der Algorithmus SDP-Max-SAT w�ahlt nun zuf�allig einen dieser drei Algorithmen,wendet den gew�ahlten Algorithmus auf die Formel ' an und gibt die erhalteneBelegung aus. Allerdings w�ahlt SDP-Max-SAT nicht jeden der drei Algorithmenmit gleicher Wahrscheinlichkeit. Vielmehr giltSDP w�ahlt Algorithmus A1 mit Wahrscheinlichkeit p1 = 0; 4785SDP w�ahlt Algorithmus A2 mit Wahrscheinlichkeit p2 = 0; 4785SDP w�ahlt Algorithmus A3 mit Wahrscheinlichkeit p3 = 0; 0430Man kann nun nachrechnen, dass die erwartete Anzahl der Klauseln, die SDP-Max-SAT erf�ullt, gegeben ist durchXj:l(Cj)=1�12p1 + (p2 + p3�)ẑj� +Xj:l(Cj)=2�34p1 + �34p2 + p3�� ẑj� +Xj:l(Cj)�3�1� 12l(Cj)� p1 + 1� �1� 1l(Cj)�l(Cj)! p2ẑj:73



Man beachte, dass wir f�ur diese Formel angenommen haben, dass A3 keine Klauselder L�ange � 3 erf�ullt. Es ist eine gute Uebung, sich klar zu machen, warum die-ses SDP-Max-SAT nicht zu einem schlechten Approximationsalgorithmus werdenl�asst.Durch direktes Nachrechnen erh�alt man, dass f�ur Klauseln der L�ange 1; 2; 3; 4die erwartete Anzahl erf�ullter Klauseln gr�osser ist als �`hatzj; j = 1; 2; 3; 4: F�urKlauseln mit L�ange mindestens 5 nutzen wir aus, dass f�ur k � 5�1� 12k� p1 + 1� �1� 1k�k! p2 � �(1� 2�5) + 1� 1e� 0; 4785;so erh�alt man, dass die erwartete Anzahl von Klauseln, die SDP-Max-SAT erf�ulltgr�osser ist als 0; 7554 mXj=1 ẑj:Nun ist aberP ẑj der Wert der L�osung v̂i; ẑj von Vektor-Max-SAT. Dieser Wertist gr�osser als opt�� �, wobei opt� der Wert einer optimalen L�osung von Vektor-Max-SAT ist. Dieser optimale Wert ist wie �ublich gr�osser als opt, die maximaleAnzahl von gleichzeitig erf�ullbaren Klauseln der Formel '. Damit kann danngezeigt werden, dass im Erwartungswert mehr als (0; 7554� �)opt Klauseln durchdie von SDP-Max-SAT gefundene Belegung erf�ullt werden.Dieses ist nat�urlich nur eine marginale Verbesserung gegen�uber dem Algorith-mus, der Random-SAT und RR-Max-SAT kombinierte. Dieser hatte ja bereitsApproximationsg�ute 3=4. Das Interessante an unserem neuen Resultat ist dennauch, dass es einen Approximationsfaktor besser als 3=4 zeigt. Es wurde vorhern�amlich vermutet, dass kein Algorithmus eine bessere G�ute erreichen kann. Imletzten Kapitel werden wir noch etwas mehr dar�uber erfahren, wie gut sich dieeinzelnen Varianten von SAT approximieren lassen. Wir werden z.B. sehen, dasses f�ur keine Variante von SAT ein Approximationsschema geben kann.7.4 Approximatives F�arben von GraphenDas F�arben von Graphen ist ein klassisches Problem. Eine k-F�arbung von G =(V;E) ist eine Funktion c : V 7! f1; : : : ; kg mit der Eigenschaft, dass c(v) 6=c(w) f�ur alle Kanten fv; wg 2 E gilt. Mit anderen Worten: benachbarte Knotenerhalten verschiedene Farben.Das prominenteste F�arbungsproblem ist unter dem Namen `Vier-Farben-Problem'bekannt geworden. Dabei geht es um die Vermutung, dass sich jede Landkarteso mit vier Farben f�arben l�asst, dass benachbarte L�ander verschiedene Farbenbekommen. Nachdem das Problem lange o�en war, konnte die Vermutung 1977schliesslich mit Hilfe eines computergest�utzten Beweises gezeigt werden. (Ein ein-facher Beweis existiert bis heute nicht.)74



Das allgemeine F�arbungsproblem ist das folgende.Problem 7.4.1 (Graphenf�arbung) Gegeben ein Graph G = (V;E), �nde dasminimale k, so dass G eine k-F�arbung besitzt.Der optimale Wert von k heisst auch chromatische Zahl oder F�arbungszahl vonG. Die F�arbungszahl eines Graphen G wird mit �(G) bezeichnet. Es gilt derfolgende Satz.Satz 7.4.2 Sei k 2 N. Zu entscheiden, ob ein Graph G eine k-F�arbung besitzt,ist NP-vollst�andig, f�ur alle k � 3.Hier wollen wir uns mit einer Variante dieses Problems befassen, bei der wirbereits wissen, dass G chromatische Zahl 3 hat, und das Ziel ist, eine F�arbungvon G mit m�oglichst wenig Farben zu �nden. Es geht hier also nicht darum, diechromatische Zahl zu berechnen (das ist trivial mit der Voraussetzung), sonderneine m�oglichst gute F�arbung unter der gegebenen Voraussetzung zu �nden.Satz 7.4.3 Das Problem, eine 4-F�arbung eines 3-f�arbbaren Graphen G zu �nden,ist NP-schwer.Insbesondere ist damit auch das Au�nden einer (optimalen) 3-F�arbbung NP-schwer, obwohl wir wissen, dass eine solche existiert. Es ist durchaus m�oglich(wenn auch nicht sehr wahrscheinlich), dass man in polynomieller Zeit eine 5-F�arbung berechnen kann. Die beste obere Schranke, die bis 1994 bekannt war,ist folgende.Satz 7.4.4 Jeder 3-f�arbbare Graph auf n Knoten kann in polynomieller Zeit mitO(pn) Farben gef�arbt werden.Beweis: Fixiere eine Zahl � < n. Nun betrachte einen Knoten v vom Gradgr�osser als � (falls ein solcher existiert); sei N(v) die Menge der Nachbarn von vin G. Da G 3-f�arbbar ist, muss N(v) 2-f�arbbar sein, denn schauen wir uns eine3-F�arbung von G an, so k�onnen in N(v) nur zwei Farben vorkommen (die drittebrauchen wir f�ur v selbst). Eine solche 2-F�arbung von N(v) ist leicht zu �nden(Greedy-Strategie). Entferne nun N(v) und alle inzidenten Kanten aus G undfahre mit einem weiteren Knoten v0 vom Grad gr�osser als � fort, solange bis eskeine solchen mehr gibt.Dies passiert sp�atestens nach n=� Runden, denn in jeder Runde werden ja min-destens � Knoten aus G entfernt. Der verbleibende Graph hat Maximalgradh�ochstens � und kann leicht mit � + 1 Farben gef�arbt werden (man f�arbe dieKnoten einfach der Reihe nach und �uberlege sich, dass man zu jedem Zeitpunktmindestens eine legale Farbe zur Verf�ugung hat).75



In jeder der n=� Runden vorher wurden bereits 2 Farben verwendet, insgesamtergibt sich also eine legale F�arbung mit h�ochstens2n� + � + 1Farben. W�ahlen wir � = �p2n�, so erhalten wir eine F�arbung mit h�ochstens2 �p2n� + 1 Farben, wie gew�unscht.Im folgenden wird mit Hilfe von semide�nitem Programmieren gezeigt: Jeder 3-f�arbbare Graph auf n Knoten kann in polynomieller Zeit mit O(n0:387) Farbengef�arbt werden. Dazu ordnen wir (�ahnlich wie bei Max-Cut) jedem Knoten vinicht eine einzelne Variable (seine Farbe), sondern einen Vektor ui 2 Rn zu.Die ui de�nieren dann eine `Vektor-F�arbung'. Aus dieser werden wir dann sp�atereine echte F�arbung konstruieren. Zun�achst de�nieren wir aber, was eine Vektor-F�arbung sein soll. Im folgenden nehmen wir immer an, dass die Knotenmenge Vvon G einfach die Menge V = f1; : : : ; ng ist.De�nition 7.4.5 Eine Vektor-k-F�arbung von G ist eine Abbildung V ! Rn,i 7! ui, wobei die ui's Einheitsvektoren sind unduiuj � � 1k � 1f�ur alle Kanten fi; jg 2 E.Diese Bedingung besagt, dass die Vektoren zu benachbarten Knoten einen gros-sen Winkel einschliessen m�ussen (f�ur k = 3 etwa ergibt sich ein Winkel vonmindestens 1200).Eine Vektor-F�arbung ist auch f�ur nichtganzzahliges k de�niert. Das folgende Lem-ma zeigt, dass Vektor-F�arbbarkeit eine Relaxierung der gew�ohnlichen F�arbbarkeitist.Lemma 7.4.6 Jeder k-f�arbbare Graph ist Vektor-k-f�arbbar.Beweis: Uebung 7.5. Zu zeigen ist dazu, dass es k n-dimensionale Einheitsvek-toren mit paarweisem Skalarprodukt h�ochstens �1=(k�1) gibt; dann k�onnen wirdie k Farben einfach auf diese Vektoren abbilden.Nun k�onnen wir Vektor-F�arbungen mit semide�nitem Programmieren in Verbin-dung bringen. Es gilt n�amlich, dass sich das Au�nden einer optimalen Vektor-F�arbung (mit minimalem k) als ein semide�nites Programm schreiben l�asst. Dazubetrachten wir eine Matrix M = (mij) mit der Bedeutungmij = uiuj76



und das folgende Programm.(SDP) minimiere �unter M = AAT ;mii = 1; 8i;mij � �; 8fi; jg 2 E:Sei �opt die optimale L�osung dieses Programms. Der Wert kopt mit�opt = � 1kopt � 1heisst vektor-chromatische Zahl vonG. Eine Vektor-kopt-F�arbung u1; : : : ; un �ndetman wieder mittels der Cholesky-Zerlegung der erhaltenen MatrixM (die ui sinddann die Zeilen der Matrix A). Da G 3-f�arbbar ist, folgt aus Lemma 7.4.6, dasskopt � 3 gilt.Hier sind die drei Schritte zur Berechnung einer echten F�arbung von G, die wirnun durchf�uhren werden.(I) Durch (approximatives) L�osen des Problems (SDP) und Cholesky-Zerlegungkann in polynomieller Zeit eine Vektor-(3 + ")-F�arbung berechnet werden, f�urjedes " > 0. Die Laufzeitabh�angigkeit von " ist von der Ordnung log(1=").(II) Die in (I) erhaltene Vektor-F�arbung wird randomisiert zu einer `Halbf�arbung'gerundet (d.h. mindestens die H�alfte aller Knoten hat eine Farbe, die von denenaller Nachbarn verschieden ist).(III) Der Halbf�arbungsalgorithmus wird rekursiv verwendet, um alle Knoten zuf�arben. Asymptotisch braucht man nicht mehr Farben als f�ur die Halbf�arbung.Zu Schritt I muss hier nichts mehr gesagt werden; wir verfahren genauso wie beiMax-Cut und verwenden die L�osbarkeit von (SDP) und die Cholesky-Zerlegungals `black box'.Schritt (II). Sei u1; : : : ; un eine Vektor-3 + "-F�arbung. Das bedeutet,uiuj � �12 + "f�ur i 6= j, d.h. ui und uj schliessen einen Winkel von mindestens (120 � ")0ein. (Zur Vereinfachung bezeichnen wir im folgenden jede beliebig klein w�ahlbareKonstante mit ").Eine F�arbung erhalten wir nun wie folgt: w�ahle r zuf�allige Hyperebenen durchden Ursprung; diese zerlegen die Kugelober
�ache Sn in Zellen, von denen jedeeine andere Farbe bekommt. Knoten i bekommt nun die Farbe der Zelle, in der`sein' Vektor ui liegt. Diese F�arbung wird im allgemeinen nicht legal sein, weiles Kanten geben kann, deren Knoten beide in der gleichen Zelle liegen. Da die77



zugeh�origen Vektoren aber einen grossen Winkel einschliessen, werden (falls rgross genug gew�ahlt wird) nur so wenige Kanten falsch gef�arbt, dass wir eineHalbf�arbung erhalten.Genauer gilt: Vektoren ui und uj die einen Winkel � einschliessen, werden durcheine zuf�allige Ursprungshyperebene mit Wahrscheinlichkeit �=� getrennt. Dasheisst, Vektoren, die zu benachbarten Knoten geh�oren, liegen mit Wahrschein-lichkeit h�ochstens 1� (120� ")01800 = 13 + "auf der gleichen Seite einer zuf�alligen Hyperebene. Es folgt, dass sie mit Wahr-scheinlichkeit h�ochstens (13 + ")rin der gleichen Zelle des Arrangements der r Hyperebenen liegen, also f�alschli-cherweise die gleiche Farbe bekommen. Nun w�ahlen wirr = 2 + dlog3�e;wobei � der Maximalgrad des Graphen ist, und" = 13r :Dann ist log(1=") � log log�, und damit ist die Laufzeit zur Bestimmung derurspr�unglichen Vektor-3 + "-F�arbung sicher polynomiell in n. Die Wahrschein-lichkeit, dass eine spezi�sche Kante falsch gef�arbt wird, ist h�ochstens(13 + ")r = (13(1 + 1r ))r � e9(13)dlog3�e � e9� � 13� :Die erwartete Anzahl der illegal gef�arbten Kanten ist damit h�ochstensm 13� � n�2 m 13� = n6 :Die erwartete Anzahl der falsch gef�arbten Knoten ist dann h�ochstens n=3, undsie ist gr�osser als n=2 mit Wahrscheinlichkeit h�ochstens 2=3 (nach der Markov-Ungleichung). Durch Wiederholung des Experiments k�onnen wir also mit beliebighoher Wahrscheinlichkeit n=2 korrekt gef�arbte Knoten garantieren. Das Resultatist eine sogenannte Halbf�arbung.Es bleibt noch zu berechnen, wieviele Farben wir ben�otigt haben: die r Hyper-ebenen unterteilen den Raum in h�ochstens 2r Zellen; damit gibt es h�ochstens22+dlog3�e � 8 2log3� = 8�log3 2 = O(n0:631)Farben. 78



Dies ist zun�achst entt�auschend, weil die Schranke sogar schlechter ist als dieO(pn)-Schranke aus Lemma 7.4.4. Man kann aber ausnutzen, dass die Schrankeaus Schritt (II) vom Maximalgrad des Graphen G abh�angt. Fixiere wie vorhereine Schranke � < �. Solange G noch Knoten v vom Grad gr�osser als � enth�alt,f�arbe N(v) mit 2 Farben und entferne N(v). Es gibt h�ochstens n=� Runden, indenen wir h�ochstens 2n=� Farben verbrauchen. Auf den verbliebenen Graphen(vom Maximalgrad h�ochstens �) wenden wir dann Schritt (II) an. Das ergibt eineHalbf�arbung von G mit O(n� + �log3 2)Farben.Diese Schranke wird minimiert, wenn die beiden Summanden gleich sind, d.h.n� = �log3 2;also � = n1=(1+log3 2):Das ergibt dann O(n� ) = O(n1�1=(1+log3 2)) = O(n0:387)Farben.Schritt (III). Was haben wir in den ersten zwei Schritten erreicht? Eine Halb-f�arbung mit O(n0:387) Farben, d.h. h�ochstens n=2 Knoten haben noch illegalgef�arbte Kanten, mit hoher Wahrscheinlichkeit. Das Vorgehen ist nun klar: Dieh�ochstens n=2 Knoten werden einfach rekursiv mit neuen Farben versehen. Dasergibt dann insgesamt eine echte F�arbung mit h�ochstensO(n0:387 + (n2 )0:387 + (n4 )0:387 + : : : = O(n0:387)Farben. Wir erhalten alsoSatz 7.4.7 Ein 3-f�arbbarer Graph G auf n Knoten kann mit hoher Wahrschein-lichkeit in polynomieller Zeit mit O(n1�1=(1+log3 2)) = O(n0:387) Farben gef�arbt wer-den.7.5 UebungenUebung 7.1 Zeige, dass man das Problem, den kleinsten Eigenwert einer sym-metrischen, positiv semide�niten MatrixM zu �nden, als semide�nites Programmformulieren kann. 79



Uebung 7.2 Beweise, dass die Menge der positiv semide�niten Matrizen M 2Rn�n eine konvexe Teilmenge des Rn�n bildet, d.h. f�ur zwei positiv semide�niteMatrizen M1;M2 ist auch jede Konvexkombination(1� �)M1 + �M2; 0 � � � 1positiv semide�nit.Uebung 7.3 Zeige min0<t<� 2t�(1� cos(t)) > 0:87856:Uebung 7.4 Zeige, dass 1 � arccos(z) � � 12(1 + z) f�ur �1 < z < 1. Hierbei ist� = 0; 87856.Uebung 7.5 Sei k � n. Beweise, dass es k Einheitsvektoren u1; : : : ; uk 2 Rngibt, so dass uiuj � � 1k � 1f�ur alle Paare i 6= j gilt.Uebung 7.6 Beweise, dass ein Graph genau dann 2-f�arbbar ist, wenn er Vektor-2-f�arbbar ist.Uebung 7.7 Zeige, dass das folgende ganzzahliges quadratisches Programm qua-dratische ganzzahlige Programm MIS eine �aquivalente Formulierung des Pro-blems Maximale Unabh�angige Menge ist. F�ur einen Graphen G = (V;E) de�nie-ren wir das ProgrammMIS wie folgt. Die Knotenmenge V sei f1; 2; : : : ; ng. F�urjeden Knoten f�uhren wir eine Variable xi ein.(MIS) maximiere nXi=1 xi � Xfi;jg2E xixjunter xi 2 f0; 1g; i = 1; : : : ; n:Uebung 7.8 Zeige, dass das Programm MIS und das relaxierte Programm(Relaxiertes MIS) maximiere nXi=1 xi � Xfi;jg2E xixjunter 0 � xi � 1 i = 1; : : : ; n;stets dasselbe Optimum haben. 80



Kapitel 8NichtapproximierbarkeitsresultateUnter einem Nichtapproximierbarkeitsresultat versteht man eine Aussage derfolgenden Form: F�ur ein NP-schweres Optimierungsproblem kann es unter derVoraussetzung P6= NP keinen Approximationsalgorithmus mit G�ute < c (Mi-nimierungsproblem) oder > c (Maximierungsproblem) geben. Hier ist dann ceine Konstante oder auch eine Funktion der Eingabe. Die Voraussetzung P6= NPist o�ensichtlich notwendig. Sollte n�amlich P=NP gelten, so k�onnen viele NP-schwere Optimierungsprobleme exakt in polynomielle Zeit gel�ost werden. EinNichtapproximierbarkeitsresultat haben wir bereits kennengelernt. Im Abschnitt�uber das Problem des Handlungsreisenden (siehe Seite 22�.) haben wir gesehen,dass es f�ur kein c < 1 einen Approximationsalgorithmus f�ur das allgemeine TSPmit G�ute > c geben kann, vorausgesetzt P6=NP. Zum Aufw�armen wollen wir einweiteres relativ einfaches Nichtapproximierbarkeitsresultat f�ur das F�arben vonGraphen herleiten.8.1 Ein einfaches Nichtapproximierbarkeitsresul-tatBetrachten wir wieder das Problem Graphenf�arbung. Zur Erinnerung (siehe auchAbschnitt 7.4): Eine zul�assige F�arbung f�ur einen Graphen G = (V;E) ist eineBelegung der Knoten in V mit Farben, so dass keine zwei Knoten, die durch eineKante in E verbunden sind, dieselbe Farbe haben. �(G) ist die minimale An-zahl von Farben, die f�ur eine zul�assige F�arbung von G ben�otigt wird. Ein Graphheisst k-f�arbbar, falls �(G) � k. Das F�arbungsproblem besteht dann nat�urlich inder Berechnung von �(G) bei Eingabe G. Wir haben bereits im Abschnitt �ubersemide�nites Programmieren gesehen, dass das F�arbungsproblem schwer ist. Ins-besondere ist es auch NP-vollst�andig, zu entscheiden, ob ein Graph 3-f�arbbar ist(Satz 7.4.2) Wir werden dieses Ergebnis benutzen, um folgendes Nichtapproxi-mierbarkeitsresultat zu zeigen. 81



Satz 8.1.1 Sei m > 0 eine beliebige Konstante. Falls P6=NP, so gibt es keinenApproximationsalgorithmus, der f�ur Graphen G mit �(G) � m die F�arbungszahl�(G) mit G�ute < 4=3 approximiert.Einige Bemerkungen, bevor wir den Satz beweisen. Die Einschr�ankung auf Gra-phen G mit �(G) � m macht das Resultat nat�urlich st�arker. Wir erlauben einemAlgorithmus dadurch, auf Graphen mit kleiner F�arbungszahl keine vern�unftigenAntworten zu geben. Wir wollen uns �uberlegen, dass f�ur m = 1 (alle Graphensind erlaubt) der Satz einfach zu beweisen ist. Wir k�onnen dann n�amlich miteinem Approximationsalgorithmus A der G�ute < 4=3 entscheiden, ob ein Graph3-f�arbbar ist. Dieses geschieht, indem wir A auf den Graphen G anwenden. Ist dieAusgabe < 4, so sagen wir, dass der Graph 3-f�arbbar ist, sonst sagen wir, dass ernicht 3-f�arbbar ist. Man �uberlegt sich leicht, dass die Antwort stets korrekt ist.Diese Idee k�onnen wir f�ur m > 3 schon nicht mehr verwenden, denn der Appro-ximationsalgorithmus kann dann ja bei 3-f�arbbaren Graphen alles m�ogliche alsAntwort liefern. Wir werden dieses Problem umgehen, indem wir zu jedem belie-bigen Graphen G einen neuen Graphen G0 de�nieren, so dass G0 F�arbungszahlmindestens m hat, wir aber andererseits die F�arbungszahl von G leicht aus derF�arbungszahl f�ur G0 berechnen k�onnen. Wir wenden dann den angenommenenApproximationsalgorithmus auf G0 an. Den Graphen G0 erhalten wir durch dassogenannte Graphprodukt .De�nition 8.1.2 Seien G1 = (V1; E1); G2 = (V2; E2) zwei Graphen mit dis-junkten Knotenmengen. Das Graphenprodukt G1 � G2 von G1; G2 ist der Graphgegeben durch die Knotenmenge V = V1 � V2 und die KantenmengeE = ff(v1; u1); (v2; u2)gjfv1; v2g 2 E1 oder v1 = v2 und fu1; u2g 2 E2g :Das Graphenprodukt erh�alt man, indem man jeden Knoten in G1 durch eine Ko-pie von G2 ersetzt, ausserdem werden je zwei Knoten in verschiedenen Kopien vonG2 durch eine Kanten verbunden, wenn die den Kopien entsprechenden Knotenin G1 durch eine Kante verbunden sind. Die Abbildung 8.1 verdeutlicht die De-�nition an einem Beispiel. Im Allgemeinen ist es nicht einfach, die F�arbungszahlvon G1�G2 aus der F�arbungszahl von G1 und G2 zu bestimmen. Es gibt jedocheinen f�ur uns interessanten Fall, in dem dieses m�oglich ist. Mit Km bezeichnenwir den vollst�andigen Graphen auf m Knoten, d.h. Km hat m Knoten und je zweiKnoten sind durch eine Kante verbunden. Es giltLemma 8.1.3 Sei G ein Graph mit F�arbungszahl �(G). Der Produktgraph Km�G hat F�arbungszahl m�(G).Beweis: Km � G entsteht, indem wir m Kopien von G bilden und die Knotenvon je zwei Kopien paarweise miteinander durch Kanten verbinden. Zum F�arbenjeder Kopie von G werden �(G) Farben ben�otigt. Da aber je zwei Kopien durchalle m�oglichen Kanten miteinander verbunden sind, m�ussen wir in jeder Kopie82
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Abbildung 8.1: Beispiel eines ProduktgraphenFarben verwenden, die von den Farben in den anderen Kopien verschieden sind.Insgesamt ben�otigen wir also m�(G) viele Farben.Beweis von Satz 8.1.1: Sei A ein Approximationsalgorithmus, der f�ur GraphenG mit �(G) � m die F�arbungszahl mit G�ute < 4=3 approximiert. Wir werdendaraus einen Algorithmus machen, der entscheidet, ob ein Graph 3-f�arbbar ist.Dieses wird den Satz beweisen.Um zu entscheiden, ob ein gegebener Graph G 3-f�arbbar ist, wenden wir A aufden Graphen Km �G an. Liefert A bei Eingabe Km �G, dass die F�arbungszahldieses Produktgraphen < 4m ist, so sagen wir, dass G 3-f�arbbar ist, sonst sagenwir, dass der Graph G nicht 3-f�arbbar ist.Zun�achst einmal �uberlegen wir uns, dass dieses ein polynomieller Algorithmus ist.Da A ein polynomieller Algorithmus ist, m�ussen wir nur zeigen, dass die Gr�ossevon Km�G polynomiell in der Gr�osse von G ist. Nun ist die Anzahl der Knoten inKm�G gerade mn, wenn n die Anzahl der Knoten in G ist. Dam eine Konstanteist, ist dieses polynomiell in der Gr�osse von G. Dann ist sicher auch die Anzahlder Kanten in Km �G polynomiell in der Gr�osse von G.Wir zeigen nun, dass die Antwort des Algorithmus stets korrekt ist. Zun�achsteinmal ist �(Km�G) � m f�ur alle Graphen. Denn Km�G enth�alt als Teilgraphenden Km, dessen F�arbungszahl ist m. Daher liefert A bei Eingabe Km � G alsoeinen Wert A(g �Km) mit A(Km �G) < 4=3�(Km �G).Ist G 3-f�arbbar, so ist nach Lemma 8.1.3 �(Km �G) = 3m. Die Antwort von Abei Eingabe Km�G ist daher < 4=3�3m < 4m. Unser Algorithmus wird G also83



korrekt zu einem 3-f�arbbaren Graphen erkl�aren.Ist andererseits G nicht 3-f�arbbar, so ist �(G) � 4. Die F�arbungszahl von Km�Gist daher � 4m. Da die Antwort von A immer mindestens so gross ist wie dieF�arbungszahl, ist also in diesem Fall die Antwort von A mindestens 4m, undwieder ist die Antwort des Algorithmus f�ur 3-F�arbbarkeit korrekt.Betrachten wir die Grundidee des Beweises. Um f�ur ein Minimierungsproblem� wie dem F�arbungsproblem ein Nichtapproximierbarkeitsresultat zu erhalten,machen wir folgendes. Wir nehmen eine NP-vollst�andiges Sprache L, im Fall obendas 3-F�arbbarkeitsproblem, und versuchen eine Abbildung zu konstruieren, diex 2 L auf Instanzen von � mit kleinem Wert abbildet, w�ahrend die Abbildungx 62 L auf Instanzen von � mit relativ grossem Wert abbildet. Auf diese Art ent-steht zwischen den m�oglichen Werten von Bildern von x 2 L und den m�oglichenWerten von Bildern von x 62 L eine L�ucke. Um zu entscheiden, ob x 2 L m�ussenwir entscheiden, auf welcher Seite dieser L�ucke der Wert des Bildes von x liegt.Hierzu gen�ugt ein Approximationsalgorithmus. Die Gr�osse der L�ucke bestimmtdann, wie gut die Approximationsg�ute sein muss. Oder im Sinn von Nichtapproxi-mierbarkeit ausgedr�uckt, welche Approximationsg�ute nicht erreicht werden kann.Graphisch haben wir diese Idee in Abbildung 8.2 f�ur das F�arbbarkeitsproblemdargestellt.
x 2 L �(G) � 4m�(G) � 4m

NP-vollst�andige Sprache LF�arbungsproblem�(G) < 3m x 62 LAbbildung 8.2: Erzeugen einer L�ucke
8.2 L�uckenerhaltende ReduktionenDer gerade beschriebene Prozess ist aber nicht die einzige M�oglichkeit Nichtappo-ximierbarkeitsresultate zu erzielen. Eine andere M�oglichkeit besteht in sogenann-ten l�uckenerhaltenden Reduktionen. Diese werden wir jetzt f�ur Maximierungspro-bleme de�nieren und dann an einem Beispiel erl�autern. F�ur Minimierungsproble-me kann eine analoge De�nition gegeben werden.De�nition 8.2.1 Eine l�uckenerhaltende Reduktion eines Maximierungsproblems�1 auf ein Maximierungsproblem �2 ist ein polynomialzeit Algorithmus R, der als84



Eingabe Instanzen von �1 akzeptiert und dessen Ausgabe Instanzen von �2 sind.Weiter existieren Funktionen c; c0 von den nat�urlichen Zahlen in die nat�urlichenZahlen und Funktionen �; �0 von den nat�urlichen Zahlen in die reellen Zahlen< 1, mit den folgenden Eigenschaften(1) Ist der Wert einer optimalen L�osung von Instanz I 2 �1 mindestens c(I),so ist der Wert einer optimalen L�osung der Instanz R(I) 2 �2 mindestensc0(R(I)).(2) Ist der Wert einer optimalen L�osung von Instanz I 2 �1 echt kleiner alsc(I)�(I), so ist der Wert einer optimalen L�osung der Instanz R(I) 2 �2echt kleiner als c0(R(I))�0(R(I)).Wir nennen eine solche Reduktion dann eine (c; �; c0; �0) Reduktion.Die Bedeutung dieser De�nition liegt in den folgenden Beobachtungen. Ange-nommen wir haben einen Algorithmus A, der f�ur eine NP-vollst�andige SpracheL Elemente x 2 L auf Instanzen I von �1 mit opt(I) � c(I) abbildet. Elementex 62 L hingegen werden von A auf Instanzen I mit opt(I) < c(I)�(I) abgebildet.Wie beim F�arbungsproblem k�onnen wir dann schliessen, dass es unter P6= NPkeinen Approximationsalgorithmus mit G�ute < � f�ur �1 geben kann. Denn miteinem solchen k�onnte zwischen den F�allen x 2 L und x 62 L entschieden werden.Die Existenz einer (c; �; c0; �0) Reduktion R zeigt dann aber auch, dass es keinenApproximationsalgorithmus mit G�ute < �0 f�ur �2 geben kann. Dies sieht man wiefolgt. Mit einem Approximationsalgorithmus f�ur �2 mit G�ute < �0 kann zwischenden F�allen opt(I) � c0(I) und opt(I) < c0(I)�0(I) f�ur Instanzen von �2 entschie-den werden. Nach De�nition einer l�uckenerhaltenden Reduktion sehen wir, dassdann zwischen den F�allen opt(I) � c(I) und opt(I) < c(I)�(I) f�ur Instanzen von�1 entschieden kann. Wir wir gesehen haben, liefert dieses einen polynomiellenAlgorithmus f�ur die NP-vollst�andige Sprache L.In Abbildung 8.3 ist diese Ueberlegung graphisch dargestellt. Wir werden nuneine l�uckenerhaltende Reduktion von Max-3-SAT nach Unabh�angige Menge be-schreiben. Hierbei ist Max-3-SAT die Optimierungsversion von 3-SAT. Das heisst,gegeben eine Formel ' in 3-konjunktiver Normalform, dann ist eine Belegung derVariablen in ' gesucht, die eine m�oglichst grosse Anzahl der Klauseln in ' erf�ullt.In unserer l�uckenerhaltenden Reduktion wird die Funktion c die Anzahl der Klau-seln in der Booleschen Formel ' z�ahlen, c0 wird einfach die Anzahl der Knotenin einem Graphen dividiert durch 3 sein. � wird die konstante Funktion 1 � �sein, � > 0 beliebig. �0 wird ebenfalls die konstante Funktion (1 � �) sein. DenAlgorithmus, der eine Formel ' in 3-konjunktiver Normalform in einen Graphen�uberf�uhrt, haben wir bereits im Abschnitt �uber NP-Vollst�andigkeit kennengelernt(siehe Seite 17). Hier deshalb nur eine kurze Wiederholung.Wir nehmen an, dass jede Klausel Cj von ' genau 3 Literale lj1; lj2; lj3 enth�alt.Durch Kopieren von bereits vorhandenen Literalen kann dieses immer erreicht85



x 62 L Maximierungsproblem �1
Maximierungsproblem �2

x 2 L
opt(I0) < c(I0)�0(I0)

opt(I) � c(I)opt(I) < c(I)�(I)
opt(I0) � c(I0)

NP-vollst�andige Sprache LAbbildung 8.3: Erhalten einer L�uckewerden. F�ur jedes Literal ljs konstruieren wir im Graphen G einen Knoten. DieKnoten, die den Literalen in einer Klausel entsprechen, sind durch eine Kante ver-bunden. Ausserdem verbinden wir Knoten, die den Literalen ljs; lit entsprechen,durch eine Kante, wenn ljs = :lit.Ist m die Anzahl der Klauseln in ' so ist 3m die Anzahl der Knoten im konstru-ierten Graphen G. Wir sahen bereits im Abschnitt �uber NP-Vollst�andigkeit, dasseine Formel ' f�ur die allem Klauseln gleichzeitig erf�ullbar sind, in einen Graphen�uberf�uhrt wird, der eine unabh�angige Menge der G�osse m besitzt. Andererseitskann man auch leicht zeigen, dass eine unabh�angige Menge der Gr�osse � (1��)mzu einer Belegung der Variablen in ' f�uhrt, die � (1� �)m viele Klauseln erf�ullt.Denn eine unabh�angige Menge kann aus einem Dreieck, dass einer Klausel ent-spricht, nur ein Element enthalten. Eine unabh�angige Menge der Gr�osse (1 � �)enth�alt also Knoten, die Literalen aus (1� �)m vielen Klauseln entsprechen. Kei-ne zwei Literale, die den Knoten aus der unabh�angigen Menge entsprechen, sindNegationen voneinander. Daher gibt es eine Belegung der Variablen, die all dieseLiterale erf�ullt. Dann aber sind auch die (1� �) vielen Klauseln, aus denen dieseLiterale stammen, erf�ullt. Damit ist dieses also die angek�undigte l�uckenerhaltendeReduktion, mit � = �0 = (1� �).Diese Reduktion liefert uns nur dann ein Nichtapproximierbarkeitsresultat f�urUnabh�angige Menge, wenn wir zeigen k�onnen, dass es ein � > 0 gibt, so dass Max-3-SAT nicht mit G�ute (1� �) approximiert werden kann. Dieses ist die Aussagedes n�achsten Satzes, den wir erst im n�achsten Abschnitt beweisen werden.Satz 8.2.2 Es gibt eine Konstante � > 0 und einen polynomiellen AlgorithmusA, der als Eingaben Boolesche Formeln ' akzeptiert und diese auf BoolescheFormeln R(') in 3-konjunktiver Normalform abbildet, so dass(1) Ist ' erf�ullbar, so sind alle Klausel von R(') erf�ullbar.86



(2) Ist ' nicht erf�ullbar und enth�alt R(') m Klauseln, so sind nur (1 � �)mdieser Klauseln gleichzeitig erf�ullbar.Hieraus erhalten wirKorollar 8.2.3 Mit demselben � wie in Satz 8.2.2 gilt: Vorausgesetzt P6=NP, gibtes keinen Approximationsalgorithmus mit G�ute > (1� �) f�ur Max-3-SAT.Beweis: Hier der Beweis, um noch einmal die Konzepte zu verdeutlichen. An-genommen, ein Approximationsalgorithmus A mit G�ute > (1� �) existiert. Umzu entscheiden, ob eine gegebene Formel ' erf�ullbar ist, wenden wir A auf R(')an, wobei R der Algorithmus aus Satz 8.2.2 ist. Ist m die Anzahl der Klauselnin R(') und liefert A, dass mehr als (1 � �)m viele dieser Klauseln gleichzeitigerf�ullt werden k�onnen, so geben wir aus, dass ' erf�ullbar ist. Sonst geben wir aus,dass ' nicht erf�ullbar ist.Die Antwort dieses Algorithmus ist immer korrekt, denn f�ur eine nicht erf�ullbareFormal ' sind ja h�ochstens (1� �)m der Klauseln in R(') gleichzeitig erf�ullbar.Andererseits liefert eine erf�ullbare Formel ' eine Formel R(') bei der ebenfallsalle Klausel gleichzeitig erf�ullbar sind. Algorithmus A muss dann ausgeben, dassmehr als (1� �)m Klauseln erf�ullbar sind.Mit unserer l�uckenerhaltenden Reduktion von Max-3-SAT auf Unabh�angigeMenge sehen wir also, dass auch f�ur Unabh�angige Menge kein Approximations-algorithmus mit G�ute (1� �) existiert. Eine �Ubungsaufgabe ist es zu zeigen, dasses f�ur Unabh�angige Menge ein Approximationsschema gibt, wenn es nur einenApproximationsalgorithmus mit konstanter G�ute gibt. Wir haben aber geradegesehen, dass es ein Approximationsschema f�ur Unabh�angige Menge nicht gege-ben kann. Wir erhalten alsoSatz 8.2.4 F�ur keine Konstante r < 1 existiert ein Approximationsalgorithmusmit G�ute r f�ur Unabh�angige Menge, es sei denn P=NP.Die Nichtapproximierbarkeit von Unabh�angige Menge ist sogar noch dramati-scher. Es kann gezeigt werden, dass es f�ur kein � > 0 einen Approximationsal-gorithmus mit G�ute 1=n1�� f�ur Unabh�angige Menge geben kann. Hier ist n dieAnzahl der Knoten des Eingabegraphen. Diese Resultat ist allerdings sehr schwerzu beweisen.8.3 Das Oe�nen der L�uckeIn diesem Teilabschnitt werden wir den schon oben formulierten Satz 8.2.2 bewei-sen, der uns eine l�uckenerzeugende Reduktion von SAT auf Max-3-SAT liefert.Genauer, wir werden zeigen, dass es ein " > 0 gibt und eine Funktion R, dieSAT-Instanzen ' auf Max-3-SAT-Instanzen abbildet, mit den folgenden Eigen-schaften. 87



1. Ist ' erf�ullbar, so sind alle Klauseln in R(') erf�ullbar.2. Ist ' nicht erf�ullbar, so sind weniger als (1�")m Klauseln von R(') erf�ullt,m die Anzahl der Klauseln in R(').Es folgt dann, dass es keinen Approximationsalgorithmus f�ur Max-3-SAT mitG�ute 1 � " geben kann. Insbesondere existiert also kein Approximationsschemaf�ur das Problem.Das Haupthilfsmittel sind PCP (probabilistically checkable proofs), die eine Ver-allgemeinerung von NP de�nieren.De�nition 8.3.1 Sei L � f0; 1g� eine Sprache. Ein (r(n); q(n))-Veri�zierer f�urL ist ein polynomieller Algorithmus V mit folgenden Eigenschaften.(i) V hat als Eingabe einen Bin�arstring x und einen `Beweis' � f�ur x 2 L.Die Ausgabe ist entweder `x 2 L' (V akzeptiert) oder `x =2 L' (V akzeptiertnicht).(ii) Falls jxj = n, so verwendet V O(r(n)) zuf�allige Bits und liest O(q(n)) Bitsdes Beweises � (die Positionen der gelesenen Bits werden durch die Werteder zuf�alligen Bits bestimmt).(iii) Falls x 2 L, so existiert ein Beweis � mit der Eigenschaft, dass V immer(mit Wahrscheinlichkeit 1) akzeptiert.(iv) Falls x =2 L, so gilt f�ur alle Beweise �, dass V mit Wahrscheinlichkeith�ochstens 1=2 akzeptiert.Ein solcher Veri�zierer funktioniert also ganz �ahnlich wie der Veri�zierer, den wirf�ur eine Sprache in NP gefordert haben (De�nition 2.0.3). Er ist allerdings all-gemeiner in dem Sinn, dass er Zufallsbits benutzen darf (NP-Veri�zierer d�urfendas nicht), `x 62 L' nur mit gewisser Wahrscheinlichkeit erkennen muss (NP-Veri�zierer d�urfen sich nie irren), und auf eine vorgegebene Zahl von Beweis-bits eingeschr�ankt werden kann (NP-Veri�zierer k�onnen auf alle Bits zugreifen).Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist �ubrigens weitgehend beliebig, 1=2 wurde nur ausBequemlichkeit gew�ahlt. Durch mehrmaliges Wiederholen des Veri�kationsalgo-rithmus V kann die Akzeptanzwahrscheinlichkeit im Fall x 62 L beliebig kleingemacht werden.So wie man NP als die Menge aller Sprachen de�niert, die einen Veri�zierer imNP-Sinne haben, kann man auch (r(n); q(n))-Veri�zierer als Basis nehmen.De�nition 8.3.2 PCP(r(n); q(n)) ist de�niert als die Menge aller Sprachen, dieeinen (r(n); q(n))-Veri�zierer besitzen.Nun haben wir folgende Beobachtung, die ziemlich direkt aus dem oben Gesagtenfolgt. 88



Beobachtung 8.3.3 NP = PCP(0; poly(n)) := S1k=0 PCP(0; nk).Erlauben wir also keine Zufallsbits, daf�ur aber polynomiell viele Beweisbits, soerhalten wir genau die NP-Veri�zierer, denn die Fehlerwahrscheinlichkeit muss indiesem Fall 0 oder 1 sein; da wir wissen, dass sie h�ochstens 1=2 ist, kommt nurnoch 0 in Frage, der Veri�zierer irrt sich also nie.Die Basis aller Nichtappropximierbarkeitsergebnisse ist nun die folgende alter-native Charakterisierung von NP mit Hilfe von PCP, die 1992 von Arora et. al.gefunden wurde.Satz 8.3.4 NP = PCP(logn; 1).Dies bedeutet, dass alle Sprachen in NP einen Veri�zierer haben, der nur kon-stant viele Beweisbits liest, und trotzdem mit hoher Wahrscheinlichkeit zwi-schen `x 2 L' und x =2 L' unterscheiden kann. Dazu ben�otigt er O(logn) Zu-fallsbits. Dies ist sehr �uberraschend und intuitiv sicher nicht klar. Die Inklu-sion NP � PCP(log n; 1) ist auch sehr schwer zu zeigen; die andere Richtung,PCP(log n; 1) � NP ist allerdings leicht, und wir werden sie hier skizzieren.PCP(logn; 1) � NP. Sei V ein (logn; 1)-Veri�zierer f�ur eine Sprache L. Ver-wendet V c logn Zufallsbits f�ur konstantes c, so kann V durch 2c log n = nc vieledeterministische Algorithmen simuliert werden, von denen jeder einer m�oglichenBelegung der Zufallsbits entspricht. Jeder dieser Algorithmen hat polynomielleLaufzeit und liest O(1) Beweisbits. Ein NP-Veri�zierer f�ur L kann nun wie folgterhalten werden: f�ur gegebenes x l�asst man alle nc deterministischen Auspr�agun-gen von V nacheinander ablaufen; dies kostet nur polynomielle Zeit. Ist x 2 L,so akzeptieren alle Auspr�agungen, und die Antwort ist `x 2 L'. Im Fall x =2 Lakzeptieren nach De�nition von V h�ochstens die H�alfte aller Auspr�agungen. Ins-besondere gibt es also eine Auspr�agung, die nicht akzeptiert, und sobald einesolche zu ihrem Ergebnis kommt, wird `x =2 L ausgegeben.Wir haben damit aus V einen deterministischen polynomiellen Veri�zierer f�ur Lgebastelt, also ist L 2 NP.Die Charakterisierung von NP mittels PCP wird es uns nun erlauben, die l�ucken-erzeugende Reduktion von SAT auf Max-3-SAT durchzuf�uhren. Als Zwischen-schritt reduzieren wir daf�ur zun�achst jede SAT-Instanz auf eine Instanz des Pro-blems Max-k-Function-SAT, welches im Folgenden de�niert wird und eine engeBeziehung zu PCP hat.Problem 8.3.5 (Max-k-Function-SAT) Gegeben sind m Boolesche Funktio-nen f1; : : : ; fm in jeweils k Variablen aus einer n-elementigen Variablenmengex1; : : : ; xn (k ist eine Konstante). Jede Funktion ist durch ihre Wahrheitstabelleder Gr�osse 2k gegeben, die f�ur jede Belegung der k Variablen den Funktionswertangibt. 89



Gesucht ist eine Belegung der Variablen x1; : : : ; xn, die die Anzahl der Funktio-nen mit Wert true maximiert. (Eine Funktion mit Wert true nennen wir aucherf�ullt, um nahe an der SAT-Terminologie zu bleiben.)Hier ist nun die Reduktion SAT 7!Max-k-Function-SAT. Sei ' eine SAT-Formel.Wir konstruieren dann eine Max-k-Function-SAT-Instanz R1('), wobei k die An-zahl der von einem festen (logn; 1)-Veri�zierer V f�ur SAT gelesenen Beweisbitsist. (Damit ist k wirklich eine Konstante.) O.B.d.A. k�onnen wir annehmen, dassjeder von V verarbeitete Beweis � L�ange N := knc f�ur eine Konstante c hat, dennwie schon oben beobachtet, gibt es h�ochstens nc deterministische Auspr�agungenvon V , von denen jede auf maximal k Bits zugreift. Potentiell kann damit aufh�ochstens N Bits des Beweises �uberhaupt zugegri�en werden, so dass wir denBeweis auf diese Bits komprimieren k�onnen.Die Variablen von R1(') sind nun x1; : : : ; xN , mit der Interpretation, dass jedeBelegung der Variablen einem m�oglichen Beweis entspricht (dabei identi�zierenwir das Bit 0 mit dem Wert false und 1 mit dem Wert true).Die Funktionen fi werden durch die m�oglichen Auswahlen der c logn Zufallsbitsde�niert, wobei wir jede Auswahl mit einer Teilmenge S � f0; 1gc log n identi�-zieren k�onnen (S enth�alt die Positionen der mit 1 belegten Zufallsbits). F�ur einesolche Auswahl S seien i1(S); : : : ; ik(S) die Positionen der von V gelesenen Bitsin �, b(i) der Wert des Bits an Position i. Dann de�nieren wir die FunktionfS(b1; : : : ; bk) = � true; falls V akzeptiert f�ur b(i`(S)) = b`; ` = 1; : : : ; kfalse; sonstfS codiert also, wie sich V bei festen Zufallsbits S verh�alt, abh�angig davon, wasan den gelesenen Stellen des Beweises steht.Die Wahrheitstabelle von fS kann berechnet werden, indem wir V f�ur alle 2km�oglichen Tupel (b1; : : : ; bk) an den Stellen i1(S); : : : ; ik(S) laufen lassen (unddabei die Zufallsbits festhalten). Da k konstant und die Laufzeit von V poly-nomiell ist, kann die Tabelle in polynomieller Zeit berechnet werden. Da es nur2c log n = nc Mengen S gibt, kann die Max-k-Function-SAT-Instanz R1(�) also inpolynomieller Zeit erzeugt werden.Nun gilt (einfach nach Konstruktion und De�nition des Veri�zierers) folgendes.(i) Falls ' erf�ullbar ist, so gibt es eine Belegung der x1; : : : ; xN (einen Beweis�), die alle Funktionen fS in R1(') erf�ullt (V akzeptiert immer).(ii) Falls ' nicht erf�ullbar ist, so gilt f�ur alle Belegungen von x1; : : : ; xN (alleBeweise �), dass h�ochstens die H�alfte aller Funktionen fS von R1(') erf�ulltsind (V akzeptiert mit Wahrscheinlichkeit h�ochstens 1=2).Wir haben also eine l�uckenerzeugende Reduktion, wobei die L�ucke daher kommt,dass V entweder immer oder nur in der H�alfte der F�alle akzeptiert.90



Um die zu Beginn angek�undigte Reduktion auf Max-3-SAT zu erhalten, ben�oti-gen wir nun noch eine l�uckenerhaltende Reduktion R2 von Max-k-Function-SATauf Max-3-SAT. Die Komposition von R1 auf R2 liefert dann die gew�unschteReduktion R.Sei also I eine Instanz von Max-k-Function-SAT, mitN Variablen x1; : : : ; xN undm Funktionen f1; : : : ; fm (in unserem Fall ist m = nc).Schritt 1. Wir erzeugen zun�achst eine MAX-k-SAT Instanz, indem wir jedeFunktion fi auf eine k-SAT-Formel Fi abbilden und die Instanz I dann aufR02(I) := m̂i=1Fi:Dies ist dann auch eine k-SAT-Formel und damit eine MAX-k-SAT-Instanz.Zur Konstruktion von Fi betrachten wir alle m�oglichen Belegungen b1; : : : ; bk derVariablen xi1 ; : : : ; xik in der Funktion fi, f�ur diefi(b1; : : : ; bk) = fgilt, und erzeugen f�ur diese eine KlauselCi(b1; : : : ; bk) = `1 _ � � � _ `k;wobei `j := � xij ; falls bj = f:xij ; falls bj = wDann gilt, dass Ci(b1; : : : ; bk) genau dann nicht erf�ullt ist, wenn xij = bj f�ur allej gilt. Die Formel Fi ist nun die KonjunktionFi := ^b1;:::;bk;fi(b1;:::;bk)=f Ci(b1; : : : ; bk);und es gilt dass Fi genau dann nicht erf�ullt ist, wenn fi nicht erf�ullt ist. F�ur jedeBelegung gilt also, dass die Anzahl erf�ullter Funktionen fi in I gleich der Anzahlerf�ullter Formeln Fi in R02(I) ist.Zur L�uckenerhaltung gilt dann folgendes.(i) Sind in I alle Funktionen erf�ullt, so sind in R02(I) alle Klauseln Ci(b1; : : : ; bk)erf�ullt.(ii) Falls in I mehr als m=2 aller Funktionen nicht erf�ullt sind, so sind in R02(I)mehr als m=2 der Fi und damit mehr als m=2 der Klauseln Ci(b1; : : : ; bk)nicht erf�ullt (denn wenn Fi nicht erf�ullt ist, so gilt dies f�ur mindestens91



eine de�nierende Klausel). Mit anderen Worten, von den h�ochstens m2kKlauseln in R02(I) sind mehr als m=2 nicht erf�ullt, d.h. es sind h�ochstensm2k �m=2 = �1� 12k+1�m2kKlauseln erf�ullt.Das heisst, bei der Reformulierung von Max-k-Function-SAT in MAX-k-SAT wirddie L�ucke zwar wesentlich kleiner, sie `�uberlebt' aber: in R02(I) ist ein Anteil vonh�ochstens 1� 12k+1aller Klauseln erf�ullbar, falls in I h�ochstens die H�alfte aller Funktionen erf�ullbarwaren.Zur endg�ultigen Reduktion auf Max-3-SAT de�nieren wir nun noch eine (nat�urlichl�uckenerhaltende) Reduktion R002 von MAX-k-SAT auf Max-3-SAT.Dazu betrachten wir eine KlauselCi(b1; : : : ; bk) = `1 _ � � � _ `kvon R02(I) und ersetzen diese durch eine Konjunktion von k � 2 Klauseln mit 3Literalen, wie folgt.Di(b1; : : : ; bk) := (`1 _ `2 _ z1) ^ (:z1 _ `3 _ z2) ^ � � � ^ (:zk�4 _ `k�2 _ zk�3)^ (:zk�3 _ `k�1 _ `k):Die zj sind dabei neue Variablen, die wir exklusiv f�ur die Klausel Ci(b1; : : : ; bk)einf�uhren.Es gilt:(i) Falls Ci erf�ullt ist, so existiert eine Belegung der zj, so dass auch Di erf�ulltist.(ii) Falls Ci nicht erf�ullt ist, so ist auch Di nicht erf�ullt, f�ur jede Belegung derzj.Es folgt, dass f�ur feste Belegung die Anzahl der erf�ullten Klauseln Ci(b1; : : : ; bk) inR02(I) gleich der Anzahl der erf�ullten Formeln Di(b1; : : : ; bk) in R2(I) ist, wobeiwir R2(I) aus R02(I) erhalten, indem wir jede Klausel Ci(b1; : : : ; bk) durch dieFormel Di(b1; : : : ; bk) ersetzen (dies ist genau die Reduktion R002). Da diese ausk � 2 Klauseln besteht, hat R2(I) nun (k � 2)m2k Klauseln, und bez�uglich derL�uckenerhaltung gilt folgendes.(i) Falls in I alle Funktionen erf�ullt sind, so sind in R2(I) alle Klauseln erf�ullt.92



(ii) Falls in I mehr als m=2 aller Funktionen nicht erf�ullt sind, so sind in R2(I)mehr als m=2 der Di und damit mehr als m=2 der Klauseln nicht erf�ullt(denn wenn Di nicht erf�ullt ist, so gilt dies f�ur mindestens eine de�nierendeKlausel). Mit anderen Worten, von den h�ochstens (k � 2)m2k Klauseln inR2(I) sind mehr als m=2 nicht erf�ullt, d.h. es sind h�ochstens(k � 2)m2k �m=2 = �1� 1(k � 2)2k+1� (k � 2)m2kKlauseln erf�ullt.Das heisst, wenn in I h�ochstens die H�alfte aller Funktionen erf�ullbar ist, so ist inder Max-3-SAT-Instanz R2(I) h�ochstens ein Anteil von1� 1(k � 2)2k+1aller Klauseln erf�ullt. Da k konstant ist, erhalten wir die gew�unschte L�ucke undk�onnen diesen Teilabschnitt in folgendem Satz zusammenfassen.Satz 8.3.6 Falls es f�ur SAT einen (logn; 1)-Veri�zierer gibt, der h�ochstens kBeweisbits liest, so ist Max-3-SAT nicht auf einen Faktor von1� 1(k � 2)2k+1approximierbar.Man kann zeigen, dass es einen Veri�zierer gibt, der mit 11 Beweisbits auskommt,so dass sich eine explizite Schranke f�ur die Approximierbarkeit ergibt. Diese liegtallerdings sehr knapp unter 1. Mit einer komplizierteren Anwendung der PCP-Methode kann man zeigen, dass Max-3-SAT nicht auf einen Faktor �uber 7=8approximierbar ist. Dieses Ergebnis ist dann optimal, denn einen Algorithmusmit (erwartetem) Faktor 7=8 erhalten wir mittels des Algorithmus Random-Sat.8.4 UebungenUebung 8.1 F�ur einen Graphen G bezeichnen wir mit i(G) seine Unabh�angig-keitszahl, d.h. die Gr�osse einer gr�ossten unabh�angigen Menge in G. Zeige, dassf�ur das Produkt G = G1 �G2 zweier Graphen die Unabh�abgigkeitszahl gegebenist durch i(G) = i(G1)i(G2).Uebung 8.2 Benutze Uebung 8.1, um zu zeigen, dass es f�ur Unabh�angige Mengeein Approximationsschema gibt, wenn es f�ur Unabh�angige Menge einen Appro-ximationsalgorithmus mit konstanter G�ute r gibt.93



Kapitel 9Musterl�osungen zu denUebungenMusterl�osung zu Uebung 1.1 Zu analysieren ist der Approximationsalgo-rithmus Next Fit zum Packen von Umzugskartons. Dieses Problem ist in derLiteratur als das Bin Packing Problem bekannt.Seien K1; : : : ; Km die Umzugskartons in der Reihenfolge, wie sie von Next Fitgepackt werden. F�ur j = 1; : : : ; m bezeichne gj die \F�ullh�ohe" von Kj, also dieSumme der Gr�ossen aller in Kj gepackten Umzugsg�uter. Hier ist das entschei-dende Lemma.Lemma 9.0.1 F�ur j = 1; : : : ; m� 1 gilt gj + gj+1 > 1.Beweis: Angenommen, gj + gj+1 � 1. Sei Gi das erste Umzugsgut, das vonNext Fit in den Karton Kj+1 gepackt wurde. Wegen ai � gj+1 gilt dann abergj + ai � 1, Gi h�atte also noch in Kj gepasst, Widerspruch.Nun ben�otigen wir noch folgende Beobachtung, die uns eine untere Schranke f�urdie minimal m�ogliche Anzahl opt der Umzugskartons gibt. Es gilt n�amlichopt � mXj=1 gj;weil nat�urlich mindestens soviele Kartons ben�otigt werden, wie die Gesamtgr�osseder Umzugsg�uter betr�agt. Nun k�onnen wir wie folgt argumentieren.2opt � 2 mXj=1 gj = g1 + gm + m�1Xj=1 (gj + gj+1) > m� 1;woraus m < 2opt + 1 folgt.1 Da m und opt ganze Zahlen sind, gilt sogarm � 2opt;1Diese Ableitung gilt f�ur m > 1. Im Fall von m = 1 ist die Aussage o�ensichtlich.94



womit gezeigt ist, dass Next Fit Approximationsg�ute 2 hat.Musterl�osung zu Uebung 2.1zu (a) Wir konstruieren eine Reduktion von Unabh�angige Menge auf vertexcover. Gegeben eine Instanz von Unabh�angiger Menge, d. h. ein GraphG = (V;E) und eine Schranke K, betrachte die Instanz von vertex covermit demselben Graphen G und der Schranke n � K; wobei n die Anzahlder Knoten von G ist.Es gilt:W � V ist ein vertex cover von G genau dann, wenn V nW eine un-abh�angige Menge ist. Denn w�aren zwei Knoten aus V nW noch durch eineKante e verbunden, w�areW kein vertex cover, die Kante e w�are nicht abge-deckt. Umgekehrt, ist V nW eine unabh�angige Menge, m�ussen alle Kantenvon G mindestens einen Endpunkt inW haben, also istW ein vertex cover.Aus dieser Beobachtung folgt, das G ein vertex cover der Gr�osse K besitztgenau dann, wenn G eine unabh�angige Menge der Gr�osse n�K besitzt.Die Reduktion kann in polynomieller Zeit berechnet werden, da nur K vonn abgezogen werden muss.zu (b) Wir konstruieren wiederum eine Reduktion auf Unabh�angige Menge. IstG = (V;E) gegeben, so konstruiere G = (V 0; E 0) wie folgt: V = V 0 undfi; jg 2 E 0; i; j 2 V genau dann, wenn fi; jg 62 E: Einer Klique der Gr�osseK in G entspricht eine unabh�angige Menge der Gr�osse K in G: Durcheine Schleife �uber alle m�oglichen �n2� Kanten kann G in polynomieller Zeitkonstruiert werden.Musterl�osung zu Uebung 2.2 Sei A ein polynomieller Algorithmus f�ur dasEntscheidungsproblem Unabh�angige Menge. Bei Eingabe G = (V;E) kann dieGr�osse einer optimalen unabh�angigen Menge bestimmt weren, indem wir mitHilfe von Algorithmus A f�ur k = 1; : : : ; jV j bestimmen, ob es eine unabh�angigeMenge der Gr�osse � k gibt. (Etwas besser geht es durch bin�are Suche nach derGr�osse der optimalen unabh�angigen Menge.)Damit haben wir einen polynomiellen Algorithmus B f�ur die Berechnung derGr�osse einer optimalen unabh�angigen Menge. Wir zeigen nun noch, wie mit die-sem Algorithmus auch eine optimale unabh�angige Menge in G = (V;E) gefundenwerden kann. Wir setzen V = f1; : : : ; jV jg.Algorithmus 9.0.2 Bestimmung einer optimalen unabh�angigen MengeU = ;Berechne mit B die Gr�osse K der optimalen unabh�angigen Menge in G.WHILE K 6= 0 DO 95



FOR i = 1 TO jV j DOV = V nfig.Entferne aus E die zu i inzidenten KantenMit Algorithmus B berechne die Gr�osse m einer optimalenunabh�angigen Menge in G = (V;E).IF m = K � 1 THENU := U [ fig, K := K � 1ENDENDENDGib U aus.Da B eine polynomieller Algorithmus sein soll, wird auch der oben beschriebeneAlgorithmus polynomiell sein. Die IF-Schleife stellt sicher, dass wir nur dannden Knoten i nicht zu U hinzunehmen, wenn es auch eine optimale unabh�angigeMenge gibt, die i nicht enth�alt.Musterl�osung zu Uebung 2.3 Sei G = (V;E) ein Graph. Um die Formel' zu konstruieren, die genau dann erf�ullbar ist, wenn G einen HamiltonschenKreis besitzt, f�uhren wir wie in der Aufgabenstellung beschrieben die Variablenxij; i; j = 1; : : : ; jV j ein. Wie ebenfalls in der Aufgabenstellung beschriebn, sollxij f�ur die Aussage \Der j-te Knoten des Hamiltonschen Kreises ist der Knoteni" stehen. Die Formel ' wird in konjunktiver Normalform sein (allerdings nichtin 3-konjunktiver Normalform). Es gibt vier verschiedene Arten von Klauseln, diedie folgenden vier notwendigen und hinreichenden Bedingungen f�ur die Existenzeines Hamiltonschen Kreises in G ausdr�ucken sollen.(1) Der Knoten i muss auf dem Kreis liegen, i = 1; : : : ; jV j.(2) Der Knoten i darf nicht gleichzitig als j-ter und als k-ter Knoten auf demKreis liegen, i = 1; : : : ; jV j.(3) Irgendein Knoten muss der j-te Knoten auf dem Kreis sein, j = 1 : : : ; jV j.(4) Ist i der j-te Knoten und k der j + 1-te Knoten auf dem Kreis, so mussin E die Kante fi; kg enthalten sein, j = 1; : : : ; jV j. Hier identi�zieren wirjV j+ 1 und 1, um den Kreis wieder zu schliessen.Wir k�onnen (1) mit Hilfe der Variable xij durchjV ĵi=1(xi1 _ xi2 _ : : : _ xin)ausdr�ucken. 96



F�ur (2) erhalten wir jV ĵi=1 ĵ 6=k(:xij _ :xik):(3) wird ausgedr�uckt durch jV ĵj=1(x1j _ x2j _ : : : _ xnj):Um (4) zu erhalten bilden wir̂fi;kg62E jV ĵj=1(:xij _ :xk;j+1);hierbei sind jV j+ 1 und 1 zu identi�zieren.Die Formel ' erhalten wir schliesslich, indem wir die Formeln f�ur (1)-(4) durch ^'sverbinden. Dass diese Formel genau dann erf�ullt ist, wenn G einen HamiltonschenKreis bestizt, folgt aus der Tatsache, dass (1)-(4) hinreichend und notwendig f�urdie Existenz eines Hamiltonschen Kreises sind.Musterl�osung zu Uebung 3.1 Sei G = (V;E) ein Graph. F�ur v 2 V bezeich-ne mit deg(v) den Grad des Knoten v 2 V , also die Anzahl der zu v inzidentenKanten. Es gilt Xv2V deg(v) = 2jEj;wobei jEj die Anzahl der Kanten ist. Um die Gleichung zu beweisen, beobachteman, dass in der Summe auf der linken Seite jede Kante e 2 E zweimal gez�ahltwird, einmal f�ur jeden der beiden Knoten zu denen e inzident ist.Als Konsequenz dieser Gleichung erhalten wir, dass Pv2V deg(v) eine geradeganze Zahl ist. Da die Knoten mit geradem Grad einen geraden Anteil zur SummePv2V deg(v) beitragen, muss dieses auch f�ur die Knoten mit ungeradem Gradgelten. Daraus folgt, dass es eine gerade Anzahl von Knoten ungeraden Gradesgibt.Musterl�osung zu Uebung 3.2 Wir zeigen zun�achst, dass die Bedingungenhinreichend sind, dass sie also die Existenz eines Eulerkreise garantieren. SeiG also ein zusammenh�angender Graph, in dem jeder Knoten geraden Grad hat.Beginne an einem beliebigen Knoten v des Graphen mit einem Pfad. Entferne jedeKante des Graphen, die durchlaufen wird. Falls dieser Pfad nicht weitergef�uhrtwerden kann, muss er in v enden (gerader Grad jedes Knoten). Falls schon alleKanten benutzt wurden, ist dieser Pfad ein Eulerkreisreis. Sonst betrachte den97



�ubriggebliebenen Graphen. Da der Graph zusammenh�angend ist, muss es nocheinen Knoten auf dem ersten Pfad geben, aus dem noch eine Kante hinausf�uhrt.Starte nun wie vorher einen Pfad an diesem Knoten, und l�osche alle benutztenKanten. Dieser Pfad muss wieder am Anfangsknoten enden. Daher k�onnen diebeiden Pfade zu einem einzigen Pfad verbunden werden. Falls dieser Pfad nochkein Eulerkreis ist, kann er wieder wie vorher verl�angert werden, bis ein Eulerkreiskonstruiert wurde.Wir zeigen nun, dass die Bedingungen auch notwendig sind, d.h., dass sie vonder Existenz eines Eulerkreises impliziert werden. O�ensichtlich ist ein GraphG mit einem Eulerkreis zusammenh�angend. Wir m�ussen noch zeigen, dass jederKnoten v 2 V geraden Grad besitzt. Sei K eine Eulerkreis. Starte mit einemDurchlauf der Kanten von G an einem Knoten w 6= v. Jedesmal wenn der Kreisden Knoten v �uber irgendeine Kante kommend besucht, muss er diesen Knoten�uber eine andere Kante wieder verlassen. Wir k�onnen die Kanten also auf dieseArt zu Paaren zusammenfassen. Dieses zeigt, dass v geraden Grad besitzt.Musterl�osung zu Uebung 3.3 Beweis durch ein Bild. Nehmen wir an, wirhaben eine selbst�uberschneidende Rundreise, wie auf der linken Seite in Abbil-dung 9.1.

Abbildung 9.1: K�urzere Rundreise durch Flippen von KantenIndem wir die beiden sich schneidenden Kanten durchh die beiden Kanten auf derrechten Seite ersetzen, erhalten wir wieder eine Rundreise. Nach der Dreiecksun-gleichung muss diese Rundreise k�urzer sein als die Rundreise auf der linken Seite.Die Rundreise auf der linken Seite kann daher auf keinen Fall die minimale Rund-reise sein. 98



Musterl�osung zu Uebung 3.4 Nehmen wir an, wir haben einen Schedule, dernicht so aussieht wie verlangt. Sei i der kleinste Index, so dass Ji nicht mit J2m�i+1gepaart ist. Dann ist Ji mit Jk und J2m�i+1 mit J` gepaart, i+1 � k; ` � 2m� i.Die vier Jobs Ji; Jk; J2m�i+1; J` werden dann zum Zeitpunktmax(di + dk; d2m�i+1 + d`) = di + dkfertig. Aendern wir die Verteilung der Jobs so ab, dass Ji mit J2m�i+1 und Jk mitJ` gepaart wird, so erhalten wir f�ur diese vier Jobs einen Makespan vonmax(di + d2m�i+1; dk + d`):Nun gilt sowohl di + d2m�i+1 � di + dkals auch dk + d` � di + dk;also ist der Makespan des abge�anderten Schedules nicht schlechter als der desurspr�unglichen. Auf diese Weise k�onnen nacheinander alle `falschen' Paarungenbeseitigt werden, ohne dass der Makespan ansteigt. Das heisst, es gibt einenoptimalen Schedule, der so aussieht wie verlangt.Musterl�osung zu Uebung 3.5 Man �uberlegt sich leicht, dass SLS die 2kmgr�ossten Jobs so verteilt, dass alle Maschinen gleichzeitig fertig werden, und zwarzum Zeitpunkt1m 2km+rXi=r+1 i = 12m 2kmXi=1 (i + r) = 1m(2km(2km+ 1)2 + 2kmr) = k(2km+ 1) + 2kr:Die restlichen Jobs erzeugen dann noch eine zus�atzliche Laufzeit von r, so dasssich opt � C = k(2km + 1) + 2kr + rergibt. Nun k�onnen wir auch leicht die G�ute von SLS in diesem speziellen Fallberechnen. Wir erhaltenCopt � k(2km+ 1) + 2kr + rk(2km+ 1) + 2kr + r(r+1)2m = 1 + r � r(r+1)2mk(2km + 1) + 2kr + r(r+1)2m :F�ur n!1 geht die G�ute gegen 1.
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Musterl�osung zu Uebung 4.1 Zusammen mit jedem Wert Fj(i); i; j > 0speichern wir die Information, obFj(i) = Fj�1(i)oder Fj(i) = gj + Fj�1(i� wj)gilt. Eine der beiden Gleichungen stimmt nach De�nition von Fj(i) auf jedenFall, und die gesuchte Information kann bei der Berechnung von Fj(i) in ZeitO(1) erhalten werden. (Falls beide Gleichungen zutre�en, entscheiden wir unsnach Belieben f�ur eine der beiden.)Im ersten Fall wissen wir (siehe den Beweis der Rekursionsformel f�ur Fj(i) imSkript), dass es eine gewichtsminimale Teilmenge von f1; : : : ; jg mit Wert min-destens i gibt, die j nicht enth�alt, im zweiten Fall gibt es eine solche, die j enth�alt.Um eine Teilmenge Sj(i) � f1; : : : ; jg zu �nden, die den Wert Fj(i) realisiert,k�onnen wir dann die folgende Formel verwenden, die sich direkt aus der vorher-gehenden Beobachtung ergibt.Sj(i) = � Sj�1(i); falls Fj(i) = Fj�1(i)Sj�1(i� wj) [ fjg; falls Fj(i) = gj + Fj�1(i� wj) :Verwende diese Formel nun zur Berechnung einer global optimalen Menge S =Sn(opt).Musterl�osung zu Uebung 4.2 Sei A ein polynomieller Approximationsalgo-rithmus f�ur das Rucksackproblem mit additivem Approximationsfaktor k 2 N.Wir werden mit Hilfe von A einen exakten polynomiellen Algorithmus f�ur dasRucksackproblem beschreiben. Dieses wird die Behauptung beweisen.Sei eine Instanz I des Rucksackproblems gegeben durch die Werte w1; : : : ; wn;die Gewichte g1; : : : ; gn 2 N und die Gewichtsschranke b. Konstruiere eine neueInstanz I 0, indem die Werte wi durch (k + 1)wi; f�ur alle i ersetzt werden. Es giltopt(I 0) = (k + 1)opt(I); und eine Teilmenge S � f1; : : : ; ng, die eine optimaleL�osung f�ur I 0 liefert, liefert auch eine optimale L�osung f�ur I:Liefert A f�ur I 0 die L�osung S mit Gesamtwert W , so gilt opt(I 0)�W � k: Aberalle Werte in I 0 sind ganzzahlige Vielfache von k + 1, damit ist auch opt(I 0) einganzzahliges Vielfaches von k+ 1. Aus opt(I 0)�W � k folgt daher opt(I 0) =Wund eine optimale Teilmenge S f�ur I 0 ist gefunden. Wie oben schon gesagt, liefertS dann auch eine optimale L�osung f�ur I.Da I 0 leicht aus I zu konstruieren ist, liefert dieses einen exakten polynomiellenAlgorithmus f�ur das Rucksackproblem.Musterl�osung zu Uebung 4.3 Angenommen, es gibt doch ein Approximati-onsschema. Dann k�onnen wir das Problem mit einem Algorithmus A bis auf einen100



Faktor 1+1=(B+1) (Minimierunsproblem) bzw. 1�1=(B+1) (Maximierungspro-blem) approximieren. Das bedeutet, f�ur jede Instanz eines Minimierungsproblemsgilt opt(I) � A(I) � �1 + 1B + 1� opt(I) < opt(I) + 1;bei Maximierungsproblemen erhalten wiropt(I) � A(I) � �1� 1B + 1� opt(I) > opt(I)� 1:In beiden F�allen folgt aus der Ganzzahligkeit von A(I), dass A(I) = opt(I)gelten muss, A ist also ein Algorithmus, der das Problem in polynomieller Zeitexakt l�ost. Im Fall von P6=NP kann das aber nicht sein, also erhalten wir einenWiderspruch.Musterl�osung zu Uebung 5.1 Der behauptete Partitionssatz ist ganz einfachzu beweisen, man muss nur die De�nitionen verwenden, De Morgan's Regeln sowiedie Tatsache, dass f�ur disjunkte Ereignisse A1; : : : ; Am stets giltmXi=1 prob(Ai) = prob( m[i=1Ai):E(XjB) = Xx x prob(fX = xgjB)= Xx x prob(fX = xg \ B)= prob(B)= Xx x prob fX = xg \ n[i=1Bi! = prob(B)= Xx x prob n[i=1(fX = xg \ Bi)! = prob(B)= Xx x nXi=1 prob(fX = xg \Bi)= prob(B)= Xx x nXi=1 prob(fX = xgjBi) prob(Bi)= prob(B)= Xx x nXi=1 prob(fX = xgjBi) prob(BijB)= nXi=1 Xx x prob(fX = xgjBi) prob(BijB)101



= nXi=1 E(XjBi) prob(BijB):Musterl�osung zu Uebung 5.2 Man �uberlegt sich zun�achst, dass der bedingteErwartungswert genau wie der `normale' Erwartungswert linear ist. Dann k�onnenwir f�ur jedes Ereignis B E(XjB) = nX̀=1 E(X`jB)schreiben, wobei X` wieder die 0-1-Indikatorvariable ist, die angibt, ob die `-teKlausel erf�ullt ist. Man erh�alt dann nach De�nitionE(X`jB) = prob(X` = 1jB):Was ist also die Wahrscheinlichkeit, dass Klausel C` erf�ullt ist, unter der Voraus-setzung B = fxj = bj; j = 1; : : : ; ig? Dazu m�ussen wir uns die Klausel anschauen.Enth�alt sie ein bereits mit true belegtes Literal xj oder :xj; j � i, so ist diesebedingte Wahrscheinlichkeit 1. Die mit false belegten Literale k�onnen ignoriertwerden. Nun existieren m�oglicherweise noch `freie' Literale xj oder :xj; j > i,sagen wir f` viele. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass C` erf�ullt wird,genau 1� 12f` ;nach dem gleichen Argument wie in der Vorlesung. Nun muss nur noch �uberdiese bedingten Wahrscheinlichkeiten aufsummiert werden, um den gesuchtenbedingten Erwartungswert zu erhalten. Das geht o�enbar in polynomieller Zeit.Musterl�osung zu Uebung 5.3 Betrachte einen Graphen G = (V;E), dieKnoten seien mit v1; : : : ; vm durchnumeriert. Der folgende Algorithmus berechneteinen zuf�alligen Schnitt in G.RandomCut:S := ;FOR i := 1 TO n DOw�ahle ein Zufallsbit z 2 f0; 1gIF z = 1 THENS := S [ fvigENDENDZu zeigen ist, dass dieser Algorithmus erwartete G�ute 1=2 hat. Dazu betrach-ten wir die Zufallsvariable X f�ur die Anzahl der Schnittkanten zwischen S und102



V n S. Seien die Kanten mit e1; : : : ; em durchnumeriert. Dann de�nieren wir dieZufallsvariablen Xi := � 1; falls ei Schnittkante bzgl. S0; sonst :Es gilt X =Pmi=1Xi, und damit auchE(X) = mXi=1 E(Xi) = mXi=1 prob(Xi = 1):Was ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass eine feste Kante ei = fvi1; vi2g eineSchnittkante ist? Dies ist genau dann der Fall, wenn vi1 2 S und vi2 62 S odervi1 62 S und vi2 2 S gilt. Dies sind zwei disjunkte Ereignisse, jedes von ihnen istder Schnitt unabh�angiger Ereignisse. Also giltprob(Xi = 1) = prob(vi1 2 S) prob(vi2 62 S) + prob(vi1 62 S) prob(vi2 2 S)= 12 � 12 + 12 � 12 = 12 :Es folgt, dass die erwartete Anzahl von Schnittkanten genau12m � 12optbetr�agt, wir haben also eine erwartete G�ute von 1=2, wie gefordert.Die Derandomisierung dieses Algorithmus geht wieder mit bedingten Erwartungs-werten. Der Ereignisraum besteht aus allen m�oglichen Schnitten S. B(i; T ) be-zeichne das Ereignis fS j S \ fv1; : : : ; vig = Tg.DetCut:T := ;FOR i := 1 TO n DOberechne E0 := E(XjB(i; T ))berechne E1 := E(XjB(i; T [ fvig))IF E1 � E0 THENT := T [ fvigENDGib den Schnitt T ausENDBezeichne Ti die Menge T nach der i-ten Iteration, i = 0; : : : ; n. Dann gilt T0 = ;und E(X) = E(XjB(0; T0)). Ferner ist E(XjB(n; Tn)) genau die Gr�osse des vonDetCut berechneten Schnittes. Wenn wir also zeigen k�onnen, dassE(XjB(i; Ti)) � E(XjB(i� 1; Ti�1))103



gilt, so folgt, dass der Schnitt T mindestens E(X) Kanten schneidet, also min-destens m=2. DetCut hat dann Approximationsg�ute 1=2.Dazu k�onnen wir mit dem Partitionssatz argumentieren. Das Ereignis B(i �1; Ti�1) ist die disjunkte Vereinigung der Ereignisse B(i; Ti�1) und B(i; Ti�1 [fvig). Die bedingte Wahrscheinlichkeit beider Ereignisse unter der VoraussetzungB(i� 1; Ti�1) ist jeweils 1=2, weil vi mit gleicher Wahrscheinlichkeit in S ist wiein V n S. Seien E0 und E1 die bedingten Erwartungswerte, die in Iteration iberechnet werden. Dann giltE(XjB(i� 1; Ti�1)) = 12E(XjB(i; Ti�1)) + 12E(XjB(i; Ti�1 [ fvig))= 12E0 + 12E1� max(E0; E1)= E(XjB(i; Ti)):Wie berechnet man die bedingten Erwartungen E0 und E1 in jeder Iteration? Wieoben ergeben sich diese durch Summation der bedingten Kantenwahrscheinlich-keiten. Es gen�ugt also, f�ur eine gegebene Kante e die bedingte Wahrscheinlichkeitdaf�ur zu berechnen, dass diese Kante eine Schnittkante ist, unter der Vorausset-zung B(i; R), wobei R = Ti�1 oder R = Ti�1[fvig. Falls beide Knoten der Kantee in fv1; : : : ; vig liegen, so ist mittels R bereits festgelegt, ob e Schnittkante ist,die bedingte Wahrscheinlichkeit ist also entweder 0 oder 1. Andernfalls ist min-destens ein Knoten noch `frei', und wie oben kann man sich leicht �uberlegen, dassdie bedingte Wahrscheinlichkeit dann genau 1=2 betr�agt.Aus diesen �Uberlegungen folgt auch, dass es f�ur den Test 'E1 � E0' nicht n�otigist, s�amtliche Kanten zu betrachten. In Schritt i gen�ugt es, alle zu vi inzidentenKanten zu behandeln. Denn f�ur jede Kante e, die vi nicht enth�alt, giltprob(e SchnittkantejB(i; Ti�1)) = prob(e SchnittkantejB(i; Ti�1 [ fvig));der Beitrag dieser bedingten Kantenwahrscheinlichkeit ist also in E0 und E1 gleichgross und kann demzufolge ignoriert werden. Das gleiche gilt f�ur Kanten e =fvi; vjg mit j > i, denn deren bedingte Wahrscheinlichkeit, Schnittkante zu sein,ist genau 1=2 (weil vj sich erst sp�ater f�ur S oder V n S `entscheidet'.Es bleiben also nur noch Kanten e = fvi; vjg mit j < i zur Betrachtung �ubrig.F�ur diese gilt nunprob(e SchnittkantejB(i; Ti�1)) = � 1; falls vj 2 Ti�10; sonst ;denn das Ereignis B(i; Ti�1) impliziert vi 62 S, also wird e Schnittkante genaudann, wenn vj 2 S, und das ist genau dann der Fall, wenn vj 2 Ti�1 gilt. Analoggilt prob(e SchnittkantejB(i; Ti�1 [ fvjg)) = � 1; falls vj 62 Ti�10; sonst :104



Es folgt, dass die erwartete Anzahl von Schnittkanten fvi; vjg; j < i unter der Vor-aussetzung B(i; Ti�1) genau die Anzahl der Nachbarn von vi in Ti�1 ist, w�ahrenddie erwartete Anzahl unter der Voraussetzung B(i; Ti�1) gerade i � 1 � jTi�1jbetr�agt. E1 ist also mindestens so gross wie E0 (und vi landet in T ) genau dann,wenn vi mindestens soviele Nachbarn in fv1; : : : ; vi�1gnTi�1 wie in Ti�1 hat. Die-se Aussage f�uhrt dann auch zur geforderten Umformulierung von DetCut ohneBezugnahme auf Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte.DetCut:T := ;FOR i := 1 TO n DOberechne n0 := jfvj j fvi; vjg 2 E; vj 2 Tgjberechne n1 := jfvj j fvi; vjg 2 E; vj 2 fv1; : : : ; vi�1g n TgjIF n1 � n0 THENT := T [ fvigENDGib den Schnitt T ausENDMan kann nun auch sehr einfach sehen, dass diese Version einen Schnitt mitmindestens der H�alfte aller Kanten erzeugt. Dazu muss man nur per Induktionzeigen, dass der durch T de�nierte Schnitt nach der i-ten Iteration mindestensdie H�alfte aller Kanten des von fv1; : : : ; vig induzierten Teilgraphen enth�alt, f�uralle i.Musterl�osung zu Uebung 6.1 Wir benutzen die Gleichung(1� a) k�1Xi=0 ai = 1� ak:Wenden wir diese mit a = 1�x=k auf die linke Seite der zu zeigende Ungleichungan, erhalten wir1� �1� xk�k = xk k�1Xi=0 �1� xk�i � x"1k k�1Xi=0 �1� 1k�i# :Verwenden wir die obige Gleichung noch einmal mit a = 1 � 1=k, erhalten wirdie behauptete Ungleichung.Musterl�osung zu Uebung 6.2 Sei V = fv1; : : : ; vng; S = fS1; : : : ; Smg eineInstanz von Node Cover (NC). Wir konstruieren daraus eine Instanz von SetCover (SC) wie folgt. Als Grundmenge nehmen wir S = fS1; : : : ; Smg. Als Menge105



W von Teilmengen von S nehmen wir W = fW1; : : : ;Wng, wobei Wi = fSj 2Sjvi 2 Sjg. F�ur jedes vi 2 V haben wir also genau ein Wi in W , bestehendn�amlich aus den Sj, die vi enthalten. Es giltvi 2 Sj () Sj 2 Wi:Wir behaupten nun, dass T ein zul�assiges node cover f�ur das Paar (V; S) ist genaudann, wenn T ein zul�assiges set cover f�ur das Paar (S;W ) ist. Dieses ergibt sichaus der folgende Kette von �aquivalenten Aussagen.T ist node cover f�ur (V; S)() 8vi 2 V 9Sj 2 S : vi 2 Sj() 8Wi 2 W9Sj 2 S : Sj 2 Wi() T ist set cover f�ur (S;W ):Insbesondere ergibt sich hieraus die Identit�at der Gr�osse der optimalen L�osungen.Denn zu einer L�osung einer Instanz von SC (NC) kann ja eine gleich grosse L�osungeiner Instanz von NC (SC) gefunden werden.Musterl�osung zu Uebung 6.3 F�ur jede Teilmenge Sj enth�alt das relaxierteSet Cover die Ungleichung Xxi:vi2Sj xi � 1:Da jSjj � f muss in der zul�assigen L�osung p1; : : : ; pn mindestens ein pi existierenmit vi 2 Sj und pi � 1=f . Dann aber wird vi in der Menge H enthalten sein. Hist also ein zul�assiges set cover.Setze yi = 1, falls vi in H und yi = 0 sonst, i = 1; : : : ; n. Es gilt Pni=1 yi = jHj.Ausserdem gilt yi=pi � f . Ist yi = 0, so gilt diese Ungleichung o�ensichtlich.Ist hingegen yi = 1, so vi 2 H und pi > 1=f . Dann gilt yi=pi = f . Schliesslicherhalten wir jHj = nXi=1 yi � nXi=1 fpi = f nXi=1 pi � fopt;denn die optimale L�osung des relaxierten Set Cover ist sicherlich besser als diedes eigentlichen Problems Set Cover.Musterl�osung zu Uebung 6.4 Wir schauen uns die Dimensionen der Un-terr�aume U1 und U2 des Rn an. Wenn in ~X mehr als m Werte von Null verschie-den sind, so hat U1 mehr als m `freie' Koordinaten, alsodim(U1) > m:106



U2 ist durch m lineare Einschr�ankungen de�niert. Geben wir diese nacheinanderzu Rn hinzu, verringert sich die Dimension jedesmal h�ochstens um 1, so dass aufjeden Fall noch dim(U2) � n�mgilt. Aus der linearen Algebra wissen wir, dassdim(U1 \ U2) = dim(U1) + dim(U2)� dim(U1 � U2)gilt, wobei U1 � U2 die direkte Summe von U1 und U2 ist. Da letztere h�ochstensDimension n haben kann, erhalten wirdim(U1 \ U2) � 1;U1\U2 ist also mindestens eine Gerade g. Da g nach De�nition den L�osungsvektor~x = (~x1; : : : ; ~xn)enth�alt, kann man g in der Formfx = ~x + �(~y � ~x) j � 2 Rgschreiben, wobei ~y 6= ~x ein weiterer Punkt in U1\U2 ist, der sich also in mindestenseiner Koordinate von ~x unterscheidet, sagen wir ~xi 6= ~yi. Ferner muss dann ~xi 6= 0gelten, sonst w�are ~yi = 0 nach De�nition von U1 und wir h�atten doch ~xi = ~yi.W�ahlen wir nun � = � ~xi~yi � ~xi ;so erhalten wir einen Vektor x 2 U1 \ U2 mit xi = 0. Dieser hat mehr Null-eintr�age als ~x und ist ebenfalls eine optimale L�osung, falls er zul�assig ist. Warum?Weil die ganze Gerade g aus optimalen L�osungen bestehen muss, denn g�abe eseine nichtoptimale L�osung auf g, so g�abe es auch eine L�osung mit noch besseremZielfunktionswert als ~x (kann man sich mit leicht �ahnlich wie eben �uberlegen), wasein Widerspruch zur Optimalit�at von ~x ist. Es kann nun sein, dass x unzul�assigist { das kann aber nur daran liegen, dass wir `auf dem Weg' von ~x nach xentlang g das zul�assige Gebiet verlassen haben. Das bedeutet aber ebenfalls, dasszwischendurch eine Koordinate xj Null geworden ist, und nehmen wir diesenPunkt als x, so erhalten wir auch eine zul�assige (und damit optimale) L�osungmit mehr Nullen als ~x.Musterl�osung zu Uebung 6.5 Da T = (V;E) eine Baum ist, gibt es f�ur jedesder Paare (si; ti) genau einen Pfad, der si und ti miteinander verbindet. Sein Eidie Menge der Kanten, die auf dem Pfad von si nach ti liegen. Diese Mengenk�onnen mit Hilfe von depth-�rst search in polynomieller Zeit berechnet werden.107



Eine Teilmenge F � E ist genau dann eine zul�assige L�osung f�ur das ProblemTree-Multi-Cut ist, wenn F [Ei 6= ; f�ur alle i. Wir f�uhren nun eine Variable xe f�urjede Kante e 2 E ein. xe = 1 soll bedeuten, dass e in die Menge F aufgenommenwird. Dann kann Tree-Multi-Cut wie folgt als ganzzahliges lineares Programmgeschrieben werden.(Tree-Multi-Cut) minimiere Xe2E xeunter Xe2Ei xe � 1; j = 1; : : : ; kxe 2 f0; 1g; e 2 E:Wie gefordert hat dieses Programm polynomielle Gr�osse.Musterl�osung zu Uebung 6.6 Wir m�ussen wie im Fall eines Minimierungs-problems zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die G�ute der von A berechne-ten L�osung stark von der erwarteten G�ute abweicht, nicht zu gross ist.Im Minimierungsfall konnten wir dazu die Markov-Ungleichung verwenden, dieuns folgende Absch�atzung geliefert hat (X ist die Zufallsvariable f�ur den Wertder L�osung bei fester Instanz I).prob(X � (1 + ")E(X)) � 11 + ": (9.1)Die Idee war dann, den Algorithmus A wiederholt laufen zu lassen, und als Aus-gabe die beste jemals berechnete L�osung zu nehmen. Lassen wir A k-mal laufen,erhalten wir mit Wahrscheinlichkeit mindestens1� � 11 + "�keine L�osung mit Wert h�ochstens (1 + ")E(X). Durch geeignete Wahl von k(abh�angig von ") k�onnen wir diese Wahrscheinlichkeit beliebig nahe an 1 bringen.Um das gleiche im Maximierungsfall tun zu k�onnen, ben�otigen wir eine vern�unf-tige obere Schranke f�ur prob(X � (1� ")E(X)):Im allgemeinen existiert daf�ur aber keine Schranke analog zu (9.1), die nur von" abh�angt. Um dies zu sehen, betrachte die ZufallsvariableY : f1; : : : ; ng 7! R mit Y (i) = 0 f�ur i < n und Y (n) = 1.Sind alle i 2 f1; : : : ; ng gleich wahrscheinlich, so gilt E(Y ) = 1=n undprob(Y � (1� ")E(Y )) = n� 1n ;108



f�ur beliebiges " 2 [0; 1). Das heisst, die Wahrscheinlichkeit kann nicht durch eineFunktion von " von 1 `wegbeschr�ankt' werden. Der Grund besteht darin (wie wirgleich sehen werden), dass es keine konstante obere Schranke f�ur das Verh�altnisY=E(Y ) gibt, der Erwartungswert also viel kleiner sein kann als der maximaleWert von Y .Hier nun ein Lemma, das man als `umgekehrte Markov-Ungleichung' bezeichnenk�onnte.Lemma 9.0.3 Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable, wobei X(!)=E(X) � �f�ur alle ! aus dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum gelte. Dann giltprob(X � (1� ")E(X)) � 1� "� :Beweis: Sei p := prob(X � (1� ")E(X)):Dann gilt E(X) � p(1� ")E(X) + (1� p)M;wobei M := sup!X(!), denn mit Wahrscheinlichkeit p hat X h�ochstens Wert(1� ")E(X), mit Wahrscheinlichkeit 1� p h�ochstens Wert M . Weiter gilt dannE(X) � (1� ")E(X) + (1� p)M;was �aquivalent zu p � 1� "E(X)Mist. Aus X(!)=E(X) � � f�ur alle ! folgt nun E(X)=M � 1� , und das Lemmafolgt.Angewendet auf unsere Zufallsvariable X (G�ute der von A berechneten L�osung)gilt X � opt(I) und E(X) � �opt(I), folglichXE(X) � 1� :Wir bekommen dann prob(X � (1� ")E(X)) � 1� "�;was eine Schranke in " ist, da � als konstant angenommen war. Nun k�onnenwir durch wiederholtes Laufenlassen von A wie im Minimierungsfall mit beliebighoher Wahrscheinlichkeit eine L�osung bekommen, die beliebig nahe am Erwar-tungswert liegt. 109



Musterl�osung zu Uebung 7.1 Zun�achst erinnern wir uns dass � genau dannein Eigenwert von M ist, wenn det(M ��I) = 0 gilt, wobei I die Einheitsmatrixist. Warum? Sei � ein Eigenwert, dann gibt es einen nichttrivialen Vektor v mitMv = �v;was �aquivalent ist zu (M��I)v = 0. Das heisst, die MatrixM��I ist singul�ar, hatalso Determinante 0. Umgekehrt k�onnen wir genauso schliessen. Wenn det(M ��I) = 0, so gibt es eine nichttriviale L�osung v zum Gleichungssytem (M��I)v =0, und dieses v ist dann ein Eigenvektor zum Eigenwert �.Hier ist das semide�nite Programm zur Berechnung des kleinsten Eigenwertes ei-ner positiv semide�niten MatrixM . Es hat Variablen � und aij, zusammengefasstin einer Matrix A. (SDP) maximiere �unter A positiv semide�nitA =M � �I:Die Bedingungen A = M � �I sind o�enbar lineare Bedingungen in � und denVariablen aij. Zun�achst �uberlegen wir uns, dass dieses Problem �uberhaupt einemaximale L�osung besitzt, � also nicht beliebig gross werden kann. Dazu betrach-ten wir einen Vektor x 6= 0 und den WertxTAx = xTMx� �kxk2:W�ahlen wir � nur gross genug, so gilt xTAx < 0, und A ist nicht mehr positivsemide�nit. � ist also beschr�ankt. Nun giltLemma 9.0.4 Sei �� die optimale L�osung von SDP. Dann ist �� der kleinsteEigenwert von M .Beweis: Wir haben folgende einfache Tatsache. � ist genau dann ein Eigenwertvon M , wenn �� � ein Eigenwert vom M � �I ist. Dies folgt sofort ausMv = �v , (M � �I)v = (�� �)v:Ferner ist �� das maximale �, so dass alle Eigenwerte von M � �I nichtnegativsind (denn dies ist eine �aquivalente Charakterisierung von symmetrischen, positivsemide�niten Matrizen).Das heisst, �� ist das maximale �, so dass � � � � 0 f�ur alle Eigenwerte � vonM gilt. Das heisst aber, dass �� der kleinste Eigenwert von M ist.
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Musterl�osung zu Uebung 7.2 Wir verwenden die Charakterisierung, dasseine Matrix M genau dann positiv semide�nit ist, wenn f�ur alle Vektoren x dieEigenschaft xTMx � 0gilt. Sei nun M = (1� �)M1 + �M2. Dann k�onnen wir wie folgt schliessen.xTMx = xT ((1� �)M1 + �M2) xT= (1� �)xTM1x+ �xTM2x � 0;weil sowohl (1� �); � als auch xTM1x; xTM2x nach Voraussetzung nichtnegativsind.Musterl�osung zu Uebung 7.3 Im Bereich 0 < t � �=2 gilt2t�(1� cos t) � 1:Wir k�onnen uns also auf den Bereich �=2 < t < � beschr�anken. In diesem Bereichist die Funktion 2t=(�(1�cos t)) di�erenzierbar. Die Ableitung ist gegeben durch1� cos t� t sin t(1� cos t)2 :Die Ableitung besitzt im Bereich �=2 < t < � nur eine Nullstelle t0, die ge-geben ist durch cos t0 + t0 sin t0 = 1. Numerisch ergibt sich f�ur t0 der Wertt0 = 2; 331122:::. Da auch die Ableitung im Bereich �=2 < t < � stetig ist,kann man durch Einsetzen von Werten gr�osser und kleiner als t0 veri�zieren,dass t0 ein Minimum ist. Nun gilt2t0�(1� cos t0) � 0; 87856:Musterl�osung zu Uebung 7.4 F�ur den arccos gilt� � arccos(z) = arccos(�z) oder 1� arccos(z)=� = arccos(�z)=�:Wir wissen bereits aus der vorangegangenen Uebung, dass arccos(z)=� � �(1�z)=2 f�ur alle �1 < z < 1. Ersetzen wir z durch �z erhalten wir1� arccos(z)=� = arccos(�z)=� � �1 + z2 :
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Musterl�osung zu Uebung 7.5 Wir konstruieren k Vektoren mit den gew�unsch-ten Eigenschaften imRk, damit liegen sie insbesondere imRn. Die Idee ist wie im3-dimensionalen Fall aus der Vorlesung, die Vektoren in Form eines regelm�assigenSimplex zu w�ahlen. Betrachte dazu die k Einheitsvektoren e1; : : : ; ek und ihrenSchwerpunkt c = (1=k; : : : ; 1=k) und de�nierevi = ei � c:Bis auf Skalierung sind die vi bereits die gesuchten Vektoren ui, die wir mittelsui = vikvikerhalten. Nun bleiben nur noch die geforderten Eigenschaften nachzurechnen. Dieui sind per De�nition Einheitsvektoren, und es giltui � uj = 1kvikkvjkvi � vj:Nun �uberlegt man sich leicht, dasskvik = r1� 1k =rk � 1k 8i;vi � vj = �1k 8i 6= jgilt, woraus dann ui � uj = kk � 1 ��1k� = � 1k � 1folgt, f�ur i 6= j.Musterl�osung zu Uebung 7.6 Wir haben die eine Richtung schon gezeigt:wenn G 2-f�arbbar ist, so istG vektor-2-f�arbbar. Um die andere Richtung zu sehen,betrachte eine Vektor-2-F�arbung, de�niert durch Vektoren u1; : : : ; un mitui � uj � � 12� 1 = �1f�ur alle Kanten fi; jg. Das bedeutet aber, es muss ui = �uj gelten, sofern fi; jgeine Kante ist, denn Skalaraprodukt �1 heisst ja, dass der von den Vektoreneingeschlossene Winkel gerade � ist. Betrachte nun eine Zusammenhangskompo-nente � des Graphen, einen Knoten v = vi 2 � sowie seinen Vektor ui. Dannmuss jeder Nachbar von v Vektor �ui haben, deren Nachbarn wiederum Vektor�(�ui) = ui usw. Das heisst, alle Knoten in � werden so auf zwei Vektorenui;�ui abgebildet, dass benachbarte Knoten verschiedene Vektoren haben. Dannde�nieren diese Vektoren aber eine echte 2-F�arbung auf �. Da dieses Argumentf�ur alle Zusammenhangskomponenten gilt, ist der Graph insgesamt 2-f�arbbar.112



Musterl�osung zu Uebung 7.7 F�ur eine L�osung x̂i; i = 1; : : : ; n; von MIS mitmaximalem Wert sei S = fi 2 V jx̂i = 1g. Sei E 0 � E die Menge der Kantenzwischen Knoten in S. Der Wert der L�osung x̂i ist nun jSj � jE 0j. Weiter k�onnenwir durch Entfernen von h�ochstens jE 0j Knoten aus S eine unabh�angige Menge Uder Gr�osse mindestens jSj�jE 0j erzeugen. Daher ist das Optimum opt� = jSj�jE 0jvon MIS h�ochstens so gross wie die Gr�osse opt einer maximalen unabh�angigenMenge in G.Andererseits k�onnen wir f�ur jede unabh�angige Menge U in G die zul�assige L�osungx̂i = 1, i 2 U von MIS erzeugen. Der Wert einer solchen L�osung ist jU j. Dahergilt auch opt � opt� und somit opt = opt�.Musterl�osung zu Uebung 7.8 Es gen�ugt zu zeigen, dass es f�ur RelaxiertesMIS eine optimale L�osung x̂i gibt mit x̂i 2 f0; 1g f�ur alle i. Um dieses zu zeigen,gen�ugt es wiederum, zu jeder optimalen L�osung x̂i mit 0 < x̂i0 < 1 f�ur eini0 2 f1; : : : ; ng, eine L�osung zu konstruieren, die mindestens genauso grossenWert hat, wo aber die Variable xi0 auf 0 oder 1 gesetzt ist. Die x̂j; j 6= i0; bleibenunver�andert.Sei also x̂i eine optimale L�osung mit 0 < x̂i0 < 1. Sei t ein Parameter. Wirbetrachten den Wert einer L�osung, bei der x̂i0 durch x̂i0 + t ersetzt wird, dierestlichen Werte aber unver�andert bleiben. Der Wert einer solchen L�osung istgegeben durch nXi=1 x̂i � Xfi;jg2E x̂ix̂j + t0@1� Xfi0;jg2E x̂j1A :Ist � = 0@1� Xfi0;jg2E x̂j1A = 0, so k�onnen wir den Wert von xi0 auf 0 oder 1setzen, ohne den Wert der L�osung zu �andern.Ist � 6= 0, so k�onnen die x̂i0 nicht optimal gewesen sein. Denn ist � > 0, so wirddurch Wahl von t > 0 der Wert der L�osung erh�oht. Analog, kann bei � < 0 durcht < 0 der Wert der L�osung erh�oht werden.Musterl�osung zu Uebung 8.1 Wir zeigen(1) i(G1 �G2) � i(G1)i(G2)(2) i(G1 �G2) � i(G1)i(G2)zu (1) Sei U1 eine unabh�angige Menge in G1 und U2 eine unabh�angige Mengein G2. Es gen�ugt zu zeigen, dass dann U1 � U2 eine unabh�angige Mengein G1 � G2 ist. W�aren nun (v1; u1); (v2; u2) 2 U1 � U2 in G1 � G2 durcheine Kante verbunden, so hiesse dieses, dass entweder v1; v2 in G1 durcheine Kante verbunden sind, oder dass v1; v2 und u1; u2 in G2 durch eine113



Kante verbunden sind. Der erste Fall widerspricht der Annahme, dass U1unabh�angige Menge ist. Der zweite Fall widerspricht der Tatsache, dass U2unabh�angige Menge ist.zu (2) Sei nun U eine unabh�angige Menge in G1�G2 mit jU j = i(G1�G2). SeiU1 die Menge der Knoten in G1, die als erste Komponente eines Knoten inU auftauchen. U1 muss eine unabh�angige Menge in G1 sein, daher jU1j �i(G1). F�ur jedes x 2 U1 sei Ux die Menge der Knoten y 2 G2 mit (x; y) 2U . Jedes Ux muss eine unabh�angige Menge in G2 sein. Daher gilt f�ur allex 2 U1, dass jUxj � i(G2). Nun giltjU j = Xx2U1 jUxj � Xx2U1 i(G2) � i(G1)i(G2):Musterl�osung zu Uebung 8.2 Aus der L�osung zu Uebung 8.1 erhalten wireinen polynomiellen Algorithmus A mit folgenden Eigenschaften: Gegeben G2 =G � G f�ur einen Graphen G und eine unabh�angige Menge U 0 der Gr�osse k inG2, so berechnet A eine unabh�angige Menge U der Gr�osse mindestens dpke. Aberechnet zun�achst die Menge U1 aller Knoten in G, die erste Komponente einesElementes in U 0 sind. Ist diese Menge bereits der Gr�osse mindestens dpke, so istU1 die Ausgabe. Sonst berechnet der Algorithmus f�ur alle x 2 U1 die Menge Ux,derjenigen Knoten y 2 G mit (x; y) 2 U 0. Nach den Argumenten aus der L�osungzu Uebung 8.1 ist jede dieser Mengen eine unabh�angige Menge in G und einedavon muss jetzt mindestens die Gr�osse dpke haben.Sei nun B ein Approximationsalgorithmus f�ur Unabh�angige Menge mit G�utec < 1 konstant. Sei � > 0 beliebig, wir werden einen Approximationsalgorithmusf�ur Unabh�angige Menge konstruieren, der G�ute 1� � hat. Setzel = dlog� log clog(1� �)�e:Bilde sukzessive die Graphen G2; G4; : : : ; G2l : Da l konstant ist, d.h. unabh�angigvon der Gr�osse von G, ist die Gr�osse all dieser Graphen polynomiell in der Gr�ossevon G. Nach Aufgabe 1.) gilt:i(G2i) = i(G)2i ; i = 0; : : : ; l:Wir benutzen nun Algorithmus B, um in G2l eine unabh�angige Menge Ul derGr�osse mindestens ci(G2l) = ci(G)2l zu �nden. Durch l-fache Anwendung vonAlgorithmus A �nden wir nun sukzessive unabh�angige Mengen Ui in den GraphenG2i ; i = l � 1; : : : ; 0; der Gr�osse mindestensc1=2l�i i(G)2i :Insbesondere gilt f�ur U0 jU0j � c1=2li(G):114



Nach Wahl von l ist c1=2l > 1� �:Damit ist die G�ute dieses Algorithmus 1 � � wie gefordert. Nach dem bereitsGesagten ist die Laufzeit des Algorithmus polynomiell.
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