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Vorwort

Seit langerer Zeit schon werden mathematische Probleme in der Informatik nach
ihrem Schwierigkeitsgrad beziiglich algorithmischer Losbarkeit klassifiziert. Die
bekannteste Klassifizierung verlduft anhand der Komplexitéitsklasse P, die in ge-
wissem Sinne als Menge aller in polynomieller Zeit l6sbarer Probleme definiert
ist. Man sagt auch, Probleme in P seien “leicht”. Schwere Problem sind dann Pro-
bleme, die nicht in P liegen—allerdings ist fiir viele Probleme gar nicht bekannt,
ob sie zu P gehoren oder nicht.

Besondere Aufmerksamkeit in dieser Richtung verdient die Klasse NP, die alle
Probleme zusammenfasst, fiir die eine gegebene Losung in polynomieller Zeit
iiberpriift werden kann. Dies sieht nach einer etwas kiinstlichen Definition aus, es
stellt sich aber heraus, dass viele natiirlich formulierbare Probleme sofort in die
Klasse NP eingeordnet werden kénnen.

Insbesondere liegen alle Probleme aus P in NP; die wesentliche offene Frage ist
aber, ob es Probleme in NP gibt, die schwer sind, also nicht in P liegen. Der
Hintergrund dieser Frage ist, dass eine ganze Reihe von Problemen existieren,
fiir die nie ein polynomieller Algorithmus gefunden werden konnte, so dass die
Vermutung nahe liegt, dass ein solcher nicht existieren kann. Man ist weit davon
entfernt, diese Vermutung fiir irgendeines dieser Probleme beweisen oder wider-
legen zu koénnen.

Die Frage ist insofern vereinfacht worden, dass man zumindest Probleme in NP
identifiziert hat (die sogenannten NP-vollstdndigen Probleme), die schwer sein
miissen, falls es {iberhaupt schwere Probleme in NP gibt. Bei der Suche nach
schweren Problemen kann man sich also auf diese einschrinken. Andererseits
gilt, dass ein polynomieller Algorithmus fiir irgendein NP-vollsténdiges Problem
polynomielle Algorithmen fiir alle Probleme in NP impliziert. Insofern bilden die
NP-vollstdndigen Probleme die ‘Essenz’ von NP, und man vermutet von ihnen,
dass sie schwer sind.

Méchte man ein NP-vollstindiges (oder ein noch schwereres, sogenanntes NP-
schweres) Problem in der Praxis l6sen, kann man also nicht darauf hoffen, effizi-
ente Algorithmen zu finden. In der Praxis kommen leider viele dieser Probleme
vor; ein sehr bekanntes ist das Problem des Handlungsreisenden, der auf einer
Rundreise n Stiddte besuchen mochte, dabei aber zur Minimierung der Reiseko-
sten eine moglichst kleine Gesamtdistanz zuriicklegen will.



Hier kommen Approximationsalgorithmen ins Spiel. Das sind effiziente Algorith-
men fiir NP-schwere Probleme, die zwar keine exakten Losungen berechnen, die
Losung aber so gut approximieren konnen, dass ihr Ergebnis in der Praxis ver-
wendbar ist. So existiert etwa ein polynomieller Algorithmus, der das Problem des
Handlungsreisenden bis auf einen beliebig klein wéhlbaren Fehler 16sen kann. Oft
reicht dies in der Anwendung vollig aus. Die vermutete Schwere des Problems
liegt also nur im ‘letzten ¢’, das die approximative von der optimalen Losung
unterscheidet.

Wiihrend die traditionelle Theorie nur zwischen leichten Problemen (in P) und
NP-schweren Problemen unterscheidet, erhélt man durch die Theorie der Appro-
ximationsalgorithmen feinere Abstufungen, je nachdem wie gut sich die Losung
eines Problems approximieren ldsst. Kann man dies beliebig gut (wie im Fall des
Handlungsreisenden), ist das Problem fast schon wieder leicht. Hingegen kann
man andere Probleme angeben, die sich unter der Voraussetzung, dass sie schwer
sind, nicht gut approximieren lassen.

Approximationsalgorithmen diirfen nicht mit Heuristiken verwechselt werden, mit
denen ein Problem in der Praxis oft sogar schnell exakt gelost werden kann. Fiir
solche Heuristiken existieren meistens Eingaben, bei denen sie sehr schlecht ab-
schneiden. Fiir Approximationsalgorithmen wollen wir beweisbare Qualitéitsaus-
sagen fiir alle Eingaben herleiten, etwa von der Form: Algorithmus A berech-
net fiir jede Eingabe von n Stéddten eine Rundreise des Handlungsreisenden, die
hochstens doppelt so lang ist wie die optimale Rundreise.

In Kapitel 1 werden wir zwei einfache NP-schwere Probleme angeben, fiir die
beweisbar gute Approximationsalgorithmen existieren. Hier werden wir auch die
grundlegenden Definition einfiihren.

Kapitel 2 wiederholt noch einmal die Konzepte NP, NP-Vollstandigkeit und NP-
Schwere.

In Kapitel 3 betrachten wir weitere elementare Approximationsalgorithmen, be-
vor wir in Kapitel 4 zu allgemeineren Konzepten und Techniken {ibergehen. Wir
beginnen dabei mit Approximationsschemata, die uns eine formale Definition
dafiir liefern, dass ein Problem “beliebig gut” approximierbar ist.

Kapitel 5 betrachtet dann randomisierte (zufallsgesteuerte) Approximationsalgo-
rithmen. Diese sind oft erstaunlich einfach und liefern gute Resultate.

Kapitel 6 und 7 fiihren in die wichtige Technik der Relaxierungen ein, wobei
Kapitel 6 die schon traditionellen LP-Relaxierungen behandelt, wihrend wir in
Kapitel 7 die noch ziemlich neue Technik der Relaxierungen basierend auf semi-
definitem Programmieren studieren.

In Kapitel 8 schliesslich leiten wir Nichtapproximierbarkeitsresultate her. Das sind
Ergebnisse, die zeigen, dass bestimmte Probleme nicht beliebig gut approximiert
werden konnen, sofern sie wirklich schwer sind. Wir verwenden dabei eine neue
und sehr {iberraschende alternative Charakterisierung fiir NP.

Als “running example”, das wir immer wieder benutzen, um Techniken zu erldutern,
dient das Job-Scheduling Problem, mit dem wir auch in Kapitel 1 beginnen.
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Kapitel 1

Einleitung

In diesem Abschnitt werden wir die wichtigsten Definitionen zusammenstellen,
und diese an einigen einfachen Beispielen erldutern. Beginnen wollen wir mit
dem Job-Scheduling Problem, eines der ersten Probleme {iberhaupt, die im Zu-
sammenhang mit Approximationsalgorithmen behandelt wurden.

1.1 Das Job-Scheduling Problem

Problem 1.1.1 (JOB-SCHEDULING) Gegeben sind m Maschinen M, ..., M,,
und n Jobs Jy, ..., J,, die auf diesen Maschinen erledigt werden sollen. Fiir jeden
Job Jy, ist eine Dauer dy, > 0 spezifiziert. Diese besagt, dass jede der Maschinen
Zeit dy bendtigt, um den Job Jy auszufihren. Weiter haben wir die Bedingung,
dass zu jedem Zeitpunkt jede Maschine nur einen Job ausfihren kann, und dass
ein einmal angefangener Job nicht abgebrochen werden kann. Gesucht ist dann
eine Verteilung der Jobs auf Maschinen (ein Scheduling), die den oben genann-
ten Bedingungen gentigt, so dass alle Jobs mdglichst schnell ausgefithrt sind. Bei
einem festen Schedule nennt man die Dauer, bis simtliche Jobs erledigt sind, den
Makespan des Schedules. Es gilt also den Makespan zu minimieren.

Einen Schedule S sperzifizieren wir durch n Paare (si, M;). Das Paar (s, M;)
bedeutet, dass Job J; zum Zeitpunkt s, auf Maschine M; gestartet wird. Der
Makespan des Schedules S ist dann max{sy +di|k = 1,...,n}. Das Ziel ist einen
Schedule zu finden, der dieses Maximum minimiert.

Beispiel 1.1.2 In Abbildung 1.1 haben wir den optimalen Schedule fiir ein Pro-
blem mit 2 Maschinen und Jobs Jy,...,Js mit Daver dy =1,dy = 2,d3 = 2,d, =
4,ds = 1 angegeben. Da beide Maschinen bis zur Ausfihrung aller Jobs stets aus-
gelastet sind, muss dieses ein optimaler Schedule sein. Es gibt aber noch andere
optimale Schedules. Welche?
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Abbildung 1.1: Ein optimaler Schedule

Im allgemeinen ist das Problem, einen optimalem Schedule zu finden NP-schwer.
Das bedeutet, das es aller Voraussicht nach keinen effizienten Algorithmus geben
wird, der einen optimalen Schedule findet. Hierzu mehr in Kapitel 2.

Einen Ausweg aus dieser Situation bietet ein Approximationsalgorithmus. Ein Al-
gorithmus also, der zwar nicht unbedingt einen optimalen Schedule findet, aber
einen Schedule, dessen Makespan nicht zu sehr vom Optimum abweicht. Dieser
Algorithmus sollte einerseits polynomielle Laufzeit haben. Andererseits sollten
wir etwas liber das Verhéltnis des optimalen Makespan zum Makespan des vom
Algorithmus gelieferten Schedule beweisen konnen. Wir sind also nicht an Heu-
ristiken interessiert, sondern an Approximationen {iber deren Giite wir etwas
rigoros beweisen konnen.

Betrachten wir als Beispiel fiir einen Approximationsalgorithmus den folgenden
Algorithmus LS (list schedule). In dem von diesem Algorithmus erzeugten Sche-
dule wird einfach der nichste noch nicht gestartete Job auf einer freiwerden-
den Maschine gestartet. Um festzustellen, welche Maschine als néchste frei wird,
fithren wir fiir jede Maschine M; eine Invariante a; ein. Der Algorithmus LS stellt
sicher, dass a; immer angibt, wann Maschine M; wieder frei wird, und somit fiir
einen neuen Job zur Verfiigung stehen wird. Hier zunéchst der Algorithmus, im
Anschluss dann die Analyse, an der wir schon einige wichtige Techniken kennen-
lernen werden.

Algorithmus 1.1.3

LS (list schedule):

S:=10

FOR ¢+ =1 TO m DO
a; ;=0

END

FOR £ =1 TO n DO
Berechne kleinstes ¢ mit a; = min{a;[j =1...,m}
Sk = aj, a; 2= a; + di, S = S U {(s, M;)}
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END
Gib S aus

In unserem Beispiel von oben wird Algorithmus LS den Schedule in Abbildung
1.2 erzeugen.

M, J1 J3 Js

M2 J2 J4

Zeit | | | | | | |
f T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6

y

Abbildung 1.2: Der vom Algorithmus LS erzeugte Schedule

Satz 1.1.4 Der von Algorithmus LS erzeugte Schedule hat einen Makespan, der
hdochstens doppelt so lang ist wie der Makespan eines optimalen Schedules.

Beweis: Bei einem Job-Scheduling mit m Maschinen M, ..., M,, und n Jobs
Ji, ..., J, mit Dauern dq,...,d, sei opt der Makespan eines optimalen Schedules
und C' der Makespan des von Algorithmus LS erzeugten Schedules. Wie oben, sei
s der Startzeitpunkt des k-ten Jobs Ji, in dem von Algorithmus LS erzeugten
Schedule. Analog sei Cy, der Zeitpunkt, zu dem die Ausfithrung von Job J endet.
Es gilt also C, = sy + dj. Schliesslich sei .J; der Job, der als letzter beendet wird.
Dann gilt C' = (.

Die Analyse beruht auf dem folgenden Lemma, das wir bei anderen Gelegenheiten
noch benutzen werden.

Lemma 1.1.5

(1) st <1/m 3y di
(2) opt > d,

(3) opt > 1/mY y_, dy.

4) C< l/mzn:dkwL (1—-1/m)d,

k=1

Bewelis:



zu (1): Bis zum Zeitpunkt s; ist jede Maschine durchgehend ausgelastet, sonst
hitte J; friither gestartet werden konnen. Dann muss aber spétestens zum
Zeitpunkt 1/m)_, 41 de eine Maschine frei werden, denn dieser Term ent-
spricht der durchschnittlichen Laufzeit einer Maschine auf allen anderen
Jobs, es muss also eine Maschine geben, deren Laufzeit hochstens so gross
ist.

zu (2): offensichtlich.

zu (3): Die Summe Y, _, dj, ist die gesamte Zeit, die die Jobs in Anspruch neh-
men. Auf m Maschinen wird daher mindestens Zeit 1/m >, _, dj, fiir alle
Jobs bendtigt.

zu (4) Aus (1) erhalten wir

n

C=Ci=s+d <1/m> dp+d=1/mY dp+(1—1/m)d,.

k£l k=1
Aus (2),(3) und (4) erhalten wir nun
C < l/mde + (1 —1/m)d; < opt + (1 —1/m)opt < 2 - opt.
k=1

Ein immer wiederkehrendes Muster in den Beweisen dieser Vorlesung kann an
diesem Beweis schon gut aufgezeigt werden. Wir wollen die Losung eines Appro-
ximationsalgorithmus mit einem optimalen Wert vergleichen, den wir aber gar
nicht kennen! Wir brauchen daher gute Schranken fiir diesen optimalen Wert.
Das Finden solcher Schranken ist hdufig der entscheidende Punkt in den Analysen
von Approximationsalgorithmen. In unserem Beispiel erhalten wir offensichtliche
Schranken fiir den Makespan durch (2) und (3) in Lemma 1.1.5.

1.2 Notation

Nachdem wir ein Beispiel kennengelernt haben, wollen wir nun die wichtigsten
Notationen fiir den Rest der Vorlesung festlegen.

In der Vorlesung betrachten wir stets Optimierungsprobleme. Ein Optimierungs-
problem ist durch eine Menge Z von Instanzen definiert. Im Job-Scheduling z.B.
ist eine Instanz spezifiziert durch die Anzahl m der Maschinen, die Anzahl n der



Jobs und die Dauer dj, der einzelnen Jobs. Zu jeder Instanz I haben wir eine Men-
ge F(I) von zuldssigen Lésungen. Im Job-Scheduling ist eine zuléssige Losung ein
Schedule, der alle Jobs genau einer Maschine zuordnet, keine Jobs abbricht und
zu jedem Zeitpunkt jeder Maschine nur einen Job zugeordnet hat. Weiter haben
wir zu jeder zuldssigen Losung s € F/(I) einen Wert w(s) > 0. Im Job-Scheduling
ist dieses der Makespan des Schedules. Das Ziel ist es dann, bei gegebener Instanz
eine zuldssige Losung zu finden, so dass w(s) moglichst gross ist (Mazimierungs-
probleme) oder moglichst klein ist (Minimierungsprobleme). Job-Scheduling ist
ein Minimierungsproblem.

Ein Approzimationsalgorithmus fiir ein Optimierungsproblem IT ist ein Algorith-
mus, der bei Eingabe einer Instanz I von II eine in |I| polynomielle Laufzeit
hat, und eine zuldssige Losung s € F(I) ausgibt. Hierbei ist |I| die Beschrei-
bungsgrosse von I. Diese ist bei jedem Optimierungsproblem zu definieren. Beim
Job-Scheduling ist die Eingabegrosse m + n, die Anzahl der Maschinen plus die
Anzahl der Jobs. Die Beschreibungsgrosse der dj geht nicht ein. Wir schreiben
A(I) fiir die Ausgabe s von A bei Eingabe I.

Bislang scheint diese Definition noch nichts mit Approximationen zu tun zu ha-
ben. Darum noch folgende Definitionen. Sei A ein Approximationsalgorithmus
fiir ein Optimierungsproblem II. Der Approximationsfaktor oder die Approrima-
tionsgite von A bei Eingabe [ ist definiert als

w(A())
opt(I)
hier ist opt(I) der Wert einer optimalen zuléssigen Losung der Instanz I.

Schliesslich sei ¢ : Z — R™" eine Funktion. Wir sagen, dass A Approzimationsfak-
tor oder Approximationsgite ¢ hat, wenn fiir jede Instanz I gilt

5A(I) =

da(I) > 6(I) bei einem Maximierungsproblem
da(I) < 6(I) bei einem Minimierungsproblem.

Man beachte, dass wir bei einem Maximierungsproblem stets 64 (/) < 1 haben, bei
einem Minimierungsproblem dagegen ¢4(I) > 1. Analog wird bei Maximierungs-
problemen die Funktion 6 nur Werte kleiner als 1 annehmen, bei Minimierungs-
problemen dagegen nur Werte > 1. Man beachte ausserdem, dass bei einem Ma-
ximierungsproblem ein Approximationsalgorithmus, der Approximationsfaktor §
hat, auch Approximationsfaktor ¢’ hat fiir jede Funktion ¢’ mit ¢'(1) < §([) fiir
alle I € Z. Bei Minimierungsproblemen gilt dieses fiir §’, die immer grosser sind
als 0. Wir haben diese Ausdrucksweise gewihlt, da bei vielen Approximations-
algorithmen der bestmdogliche Approximationsfaktor nicht bekannt ist, sondern
nur eine Abschétzung. Ein wichtiger Spezialfall ist der Fall, wo ¢ eine konstante
Funktion ist. In diesem Fall werden wir mit ¢ auch den einzigen Wert bezeichnen,
den die Funktion annimmt.

Mit dieser Notation kénnen wir nun bei Job-Scheduling sagen, dass der Algorith-
mus LS Approximationsfaktor oder Approximationsgiite 2 hat.
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1.3 Das Max-Cut Problem

Wir schliessen die Einleitung mit der Behandlung eines weiteren einfachen Algo-
rithmus ab, diesmal fiir das Maximierungsproblem Max-Cut.

Problem 1.3.1 (MAX-Cut) Gegeben ist ein Graph G = (V, E) mit Knoten-
menge V' und Kantenmenge E; gesucht ist eine Partition (S,V \ S) der Knoten-
menge, so dass die Anzahl der Kanten zwischen S und V'\ S mazimiert wird.

Die Partition wird iiblicherweise als Schnitt bezeichnet und mit der Menge S
identifiziert, die Kanten zwischen S und V'\ S sind die Schnittkanten, ihre Anzahl
die Grosse des Schnitts. Das Problem, einen Schnitt maximaler Grosse zu finden,
ist NP-schwer.

Beispiel 1.3.2 Betrachte den Graphen in Abbildung 1.3. Der Schnitt S = {1,3,5}
hat Grosse 5, wihrend S = {3,4} Grisse 6 hat. Dies ist auch gleichzeitig der
grosstmdgliche Schnitt, wie man sich leicht tberlegen kann. Die Schnittkanten
sind jeweils fett gezeichnet.

Abbildung 1.3: Schnitte in Graphen

Wir wollen nun einen Approximationsalgorithmus fiir das Max-Cut Problem an-
geben. Dazu machen wir uns noch kurz klar, wie wir das Problem als Optimie-
rungsproblem (in diesem Fall als Maximierungsproblem) auffassen konnen. Eine
Instanz I ist ein beliebiger Graph G = (V, E), die zuldssigen Losungen F(I)
sind alle Teilmengen S der Knotenmenge V', und der Wert w(S) einer zulédssigen
Losung ist die Grosse des durch S definierten Schnittes im Graphen G.
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Die Idee des folgenden Algorithmus LI (local improvement) ist sehr einfach. Man
beginnt mit einer beliebigen Menge S (z.B. S = ()); solange es noch einen Knoten
v € V gibt, dessen Hinzunahme zu S (bzw. Wegnahme von S) den aktuellen
Schnitt vergrossern wiirde, wird S entsprechend angepasst. Sobald keine solchen
lokalen Verbesserungen mehr méglich sind, wird die aktuelle Menge S als Losung
ausgegeben.

Um den Algorithmus formal schén aufschreiben zu kénnen, benétigen wir noch
die Notation der symmetrischen Differenz SA{v}, gegeben durch

f Su{v}, fallsv¢g S
SO{vk = { S\ {v}, andernfalls

Algorithmus 1.3.3

LI (local improvement):
S:=10
WHILE es gibt v € V mit w(SA{v}) > w(S) DO
S = SA{v}
END
Gib S aus

Der Algorithmus ist polynomiell in |G|, denn es gibt hochstens |E| Schleifen-
durchldufe (jedesmal wird der Schnitt um mindestens eine Kante vergrossert).
Der Test, ob w(SA{v}) > w(S) gilt, geht natiirlich auch in polynomieller Zeit
fiir jeden Knoten v.

Satz 1.3.4 Algorithmus L1 hat Approzimationsfaktor 1/2.

Beweis: Sei S der von LI berechnete Schnitt. Dann gilt fiir jeden Knoten v € V,
dass mindestens die Hélfte der zu v inzidenten Kanten Schnittkanten bzgl. S sind
(andernfalls wire SA{v} ein grosserer Schnitt als S, was im Widerspruch dazu
steht, dass LI die Menge S ausgegeben hat). Dann gilt aber, dass mindestens die
Hilfte aller Kanten Schnittkanten bzgl. S sind. Das heisst, es gilt

LI(G) = w(S) = |E[/2 = opt(G) /2,

denn die Gesamtanzahl aller Kanten ist eine triviale obere Schranke fiir die ma-
ximale Schnittgrosse. Daraus folgt dann
LI(G)
opt(G)

1
>_7
-2

was den Satz beweist, da diese Ungleichung fiir jeden Graphen (also jede Instanz
des Max-Cut Problems) gilt.
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Es sei noch einmal explizit bemerkt, dass wir eine obere Schranke fiir den Wert
einer Optimallésung bendtigen, um bei einem Maximierungsproblem einen Ap-
proximationsfaktor herleiten zu konnen. Bei Minimierungsproblemen hingegen
hilft uns nur eine untere Schranke weiter. Die obere Schranke, die wir im Fall
von Max-Cut verwendet haben, ist vollig offensichtlich und ergibt sich direkt aus
dem Problem. Wir werden aber spiter sehen (Kapitel 6 und 7), dass auch der
Approximationsalgorithmus selbst geeignete Schranken fiir seine eigene Analyse
liefern kann.

1.4 Uebungen

Uebung 1.1 “Billig ziigeln”: n Umzugsgiiter sollen in moglichst wenige Umzugs-
kartons verpackt werden. Dabei nehmen wir an, dass die Kapazitit eines Kartons
genau 1 ist, und dass das i-te Umzugsgut G; Grosse a; < 1 hat. Ferner soll gel-
ten, dass ein Karton eine Menge von Umzugsgiitern genau dann aufnehmen kann,
wenn diese in der Summe hochstens Grosse 1 haben.

Betrachte nun den folgenden Algorithmus zum Packen der Umzugsgiiter G4, ..., G,
in die Kartons K, K, ...

Algorithmus Next-Fit:

j=1

FOR ¢ :=1 TO n DO
IF G passt nicht mehr in K; THEN

ji=7+1

END
packe G in K

END

Zeige, dass Next-Fit einen Approximationsfaktor von 2 erreicht, das heisst, er
beno6tigt hdchstens doppelt soviele Umzugskartons wie bei einer optimalen Packung.
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Kapitel 2

Eine kurze Einfiihrung in
NP-Vollstandigkeit

Im letzten Kapitel haben wir schon kurz erwidhnt, dass es fiir das Problem Job-
Scheduling vermutlich keinen effizienten Algorithmus gibt, weil das Problem NP-
schwer ist. In diesem Kapitel mochten wir diese Aussage mit Hilfe des Konzepts
der NP-Vollstéandigkeit formalisieren.

Betrachten wir das Maximierungsproblem Unabhingige Menge.

Problem 2.0.1 (UNABHANGIGE MENGE) Gegeben ist ein Graph G = (V, E).
Gesucht ist eine méglichst grosse Teilmenge W C V', so dass keine Elemente aus
W in G durch eine Kante verbunden sind.

Fiir alle v, w € W soll also die Menge {v, w} nicht in der Kantenmenge F enthal-
ten sein. Eine Teilmenge von V' mit dieser Eigenschaft wird unabhdngige Menge
genannt.

Statt des Maximierungsproblems kénnen wir aber auch folgendes Entscheidungs-
problem betrachten. Gegeben ist ein Graph G = (V,E) und zusitzlich eine
Schranke K € N. Zu entscheiden ist, ob G eine unabhéngige Menge der Grosse
mindestens K besitzt, d.h. ob es eine Teilmenge W von V' gibt, so dass |W| > K
und W eine unabhingige Menge ist. Dieses Problem wird Entscheidungsproblem
genannt, da die moglichen Antworten nur “Ja” und “Nein” sind. Wir werden
auch das Entscheidungsproblem Unabhéngige Menge nennen und dann bei Be-
darf anmerken, ob die Optimierungs- oder die Entscheidungsvariante gemeint ist.
Es sollte klar sein, dass die Optimierungsvariante von Unabhéngige Menge min-
destens so schwer ist wie die Entscheidungsvariante. Haben wir ndmlich einen
polynomiellen Algorithmus fiir die Optimierungsvariante, so liefert uns dieser Al-
gorithmus unmittelbar einen polynomiellen Algorithmus fiir das Entscheidungs-
problem. Um also zu zeigen, dass das Optimierungsproblem Unabhingige Menge
schwer ist, geniigt es zu zeigen, dass schon das Entscheidungsproblem Unabhéngi-
ge Menge schwer ist.
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Nun kann nicht nur zum Optimierungsproblem Unabhéngige Menge ein ent-
sprechendes Entscheidungsproblem definiert werden. Dieses kann ganz allgemein
fiir Optimierungsprobleme gemacht werden. Ist Il ein Optimierungsproblem, so
kénnen wir in der Problemstellung zusédtzlich zur Instanz I einen Parameter
K € N aufnehmen. Gesucht ist dann nicht mehr eine zuldssige Losung s mit op-
timalem Wert w(s), gefragt ist dann, ob es eine zuldssige Losung s mit w(s) < K
gibt (Minimierungsprobleme) oder eine zulissige Losung mit w(s) > K (Ma-
ximierungsprobleme). Auch in diesem allgemeinen Fall iiberlegt man sich, dass
die Optimierungsvariante eines Problems immer mindestens so schwer ist wie die
Entscheidungsvariante.

Um Probleme gemiss ihrem Schwierigkeitsgrad zu charakterisieren, ist es ein-
facher, sich auf Entscheidungsprobleme zu beschrinken. Alle Entscheidungspro-
bleme haben ja dieselben méglichen Ausgaben, ndmlich “Ja” und “Nein”. Auf
der anderen Seite sind die jeweiligen Optimierungsprobleme immer mindestens
genauso schwer. Falls wir also zeigen wollen, dass ein Problem schwer ist, so
kénnen wir uns auf Entscheidungsprobleme beschrinken.

Um Entscheidungsprobleme gut handhaben zu koénnen, abstrahieren wir noch
etwas weiter und gehen zu Sprachen iiber. Mit {0, 1}* bezeichnen wir die Menge
aller endlichen Folgen von 0 und 1. Eine Sprache L ist eine Teilmenge von {0, 1}*.
Gegeben eine Sprache L, kénnen wir ein Entscheidungsproblem II; wie folgt
definieren. Jede Instanz von Il ist definiert durch ein = € {0,1}*. Die Antwort
bei Instanz x ist “Ja” genau dann, wenn x € L.

Beispiel 2.0.2 Sei L die Sprache bestehend aus allen endlichen 0,1-Folgen, die
Paare von Graphen und natirlichen Zahlen codieren. Hierzu nehmen wir irgend-
eine standardisierte Form an, um Graphen als 0,1-Folgen zu beschreiben. Eine
Moglichkeit sind Adjazenzmatrizen. Natirliche Zahlen sind durch ihre Bindrdar-
stellung gegeben. x € {0,1}* ist in der Sprache L genau dann, wenn x die korrekte
Codierung eines Paares bestehend aus einem Graphen G und einer natirlichen
Zahl K ist, und ausserdem der Graph eine unabhdingige Menge der Grésse min-
destens K besitzt.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Menge der Entscheidungsprobleme, die
durch Sprachen definiert sind , unser Entscheidungsproblem Unabhéngige Menge
enthélt. Nun kann man auch alle anderen interessanten Probleme durch Spra-
chen beschreiben. Damit haben wir eine mathematische Formalisierung, um iiber
Entscheidungsprobleme Aussagen zu treffen.

Wir kommen nun zu den entscheidenden Definitionen dieses Abschnitts.

Definition 2.0.3 Ein Algorithmus A mit Eingaben der Form (x,w) € {0,1}* x
{0,1}*, der als Ausgabe O oder 1 liefert, heisst Verifizierer fir die Sprache L, falls

(1) Die Laufzeit von A bei Eingabe (x,w) ist polynomiell in der Ldnge |x| von
x.
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(2) Falls x € L, so ezistiert ein w € {0,1}* mit A(x,w) = 1. Dabei ist Az, w)
die Ausgabe von A bei Eingabe (x,w).

(3) Fallsx & L, so gilt A(x,w) =0 fiir alle w € {0,1}*.
NP st dann die Menge aller Sprachen, die einen Verifizierer haben.

An dieser Definition muss auf mehrere Dinge geachtet werden. In (1) fordern wir,
dass die Laufzeit von A nur von der Linge des ersten Teils der Eingabe abhéngt.
Insbesondere kann sich der Algorithmus nur polynomiell (in |z]) viele Bits von
der zweiten Eingabe anschauen. Wir kénnen deshalb annehmen, dass die Lénge
der zweiten Eingabe polynomiell in der Linge der ersten Eingabe ist.

In (2) fordern wir, dass es im Fall z € L nur ein w € {0,1}* geben muss, so
dass die Ausgabe von A bei Eingabe (z,w) 1 ist. (3) wiederum bedeutet, dass
bei z ¢ L fiir alle w € {0,1}* A(x,w) = 0 gelten muss. Ein w € {0,1}* mit
A(xz,w) = 1 ist also ein Beweis oder ein Zeuge dafiir, dass = € L gilt.

Ist x € L und ist w € {0,1}* ein Zeuge hierfiir, so sagen wir in der Definition
nichts dariiber aus, wie w gefunden werden kann. Insbesondere fordern wir nicht,
dass es einen polynomiellen Algorithmus hierfiir gibt. Man sagt deshalb auch,
dass fiir die Sprachen in NP Beweise oder Losungen leicht zu iiberpriifen sind,
aber nicht unbedingt leicht zu finden sind.

Wir wollen uns nun einige Beispiele fiir Sprachen in NP anschauen. Zuné&chst
betrachten wir wieder das Problem Unabhéngige Menge. Diese Sprache hat einen
Verifizierer, den wir nun beschreiben.

Algorithmus 2.0.4

Verifizierer fiir Unabhingige Menge:
IF x ist keine zulissige Codierung eines Graphen G = (V, E)
und einer natiirlichen Zahl K € N THEN
Ausgabe 0
ELSE
IF w ist keine zuldssige Codierung einer Teilmenge W
der Grosse mindestens K von V' THEN
Ausgabe 0
ELSE
IF es gibt zwei Elemente v, w € W mit {v,w} € E THEN
Ausgabe 0
ELSE
Ausgabe 1
END
END
END
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Man iiberzeugt sich leicht, dass dieser Algorithmus sowohl Bedingung (1) als auch
Bedingungen (2) und (3) aus Definition 2.0.3 erfiillt. Unabhéngige Menge liegt
also in NP.

Als néchstes betrachten wir das Problem 3-SAT. Eine Boolesche Formel ¢ in
3-konjunktiver Normalform iiber den Booleschen Variablen z,...,x, ist eine
Formel der Gestalt Y = /\:11 Ci; wobei CZ = lil \/llQ \/113 und lij = x oder lij =
fir ein x € {z1,...,2,}. Die C; heissen Klauseln und die [;; heissen Literale. Eine
Formel ¢ heisst erfiillbar, falls es eine Belegung der Variablen in ¢ mit “wahr”
und “falsch” gibt, so dass die Formel den Wert “wahr” annimmt.

Problem 2.0.5 (3-SAT) Die Sprache 3-SAT besteht aus allen erfillbaren Boo-
leschen Formeln in 3-Konjunktiver Normalform.

Jede Boolesche Formel ¢ in 3-Konjunktiver-Normalform kann als ein Element in
{0, 1}* codiert werden, so dass die Lénge der Codierung polynomiell in der Anzahl
der Variablen n und der Anzahl der Klauseln m ist. Wir identifizieren eine Formel
¢ mit ihrer Codierung und bezeichnen auch diese mit ¢. Wir werden “wahr” mit
1 und “falsch” mit O identifizieren. Eine Belegung einer Booleschen Formel iiber
n Variablen ist also ein Element von {0, 1}". Der folgende Algorithmus ist dann
ein Verifizierer fiir 3-SAT.

Algorithmus 2.0.6

Verifizierer fiir 3-SAT:
IF z ist keine zuléssige Codierung einer Booleschen Formel
¢ in 3-Konjunktiver Normalform THEN
Ausgabe 0
ELSE
IF Die Lénge von w stimmt nicht mit der Anzahl der Variablen in ¢
iiberein THEN
Ausgabe 0
ELSE
IF w erfiillt ¢ nicht THEN
Ausgabe 0
ELSE
Ausgabe 1
END
END

Wiederum sieht man leicht, dass dieser Algorithmus ein Verifizierer fiir 3-SAT
ist. Auch 3-SAT liegt also in NP.

In NP gibt es Probleme, die einfach zu l6sen sind; das bedeutet fiir uns, dass es
einen polynomiellen Losungsalgorithmus fiir sie gibt. (Man kann sich fragen, ob
ein O(n?®)-Algorithmus noch als effizient zu bezeichnen ist; diese Definition von
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Effizienz hat sich aber durchgesetzt.) Die Menge aller Sprachen, die in diesem
Sinne als einfach zu l6sen gelten, bilden die Klasse P. Es ist klar, dass P C NP
gilt, denn ein polynomieller Losungsalgorithmus kann insbesondere als Verifizierer
eingesetzt werden.

Es gibt aber auch Probleme in NP, von denen man nicht weiss, ob sie effizient
zu 16sen sind, und von denen man vermutet, dass dieses nicht der Fall ist. Hierzu
gehoren die sogenannten NP-vollstindigen Probleme. Um diese zu definieren,
benotigen wir den Begriff der Reduktion.

Definition 2.0.7 Seien L, Ly Sprachen. Fine Algorithmus mit Ein- und Aus-
gaben aus {0,1}* heisst eine Reduktion von Ly auf Lo, falls

(1) x € L) & A(z) € L.
(2) Bei Fingabe x ist die Laufzeit von A polynomiell in der Linge |x| von x.
Ly heisst reduzierbar auf Lo, wenn es eine Reduktion von Ly auf Ly gibt.

Da die Laufzeit von A polynomiell ist, ist insbesondere die Lénge von A(z) poly-
nomiell in der Lénge von x. Ist Ly auf L, reduzierbar, so bedeutet das anschaulich,
dass L, mindestens so schwer ist (in Bezug auf polynomielle Losbarkeit) wie L;.
Wir wollen als Beispiel zeigen, dass sich 3-SAT auf Unabhéngige Menge redu-
zieren ldsst. Der folgende Algorithmus erwartet als Eingabe also eine Boolesche
Formel in 3-konjunktiver Normalform.

Algorithmus 2.0.8 Sei o = A", C..

Reduktion von 3-SAT auf Unabhéingige Menge:
Vi=0,FE:=0
K:=m
FOR ¢ :=1 TO m DO
Fiige jedes der 3 Literal aus C; zu V hinzu.
Fiige zu E eine Kante zwischen je zwei dieser Literale hinzu.
END
WHILE es gibt in V zwei Literale [ = z,!’ = -2 DO
E=FuU{ll}
END
Gib ((V, ), K) als Instanz von Unabhéngiger Menge aus.

In Abbildung 2.1 ist der Graph gezeichnet, der bei Anwendung dieser Reduktion
auf die Formel ¢ = (1 V —wy V x3) A (21 V -2 V a3) A (—xy V 22 V —x3) erzeugt
wird. Die einzelnen Klauseln sind mit C4, Cy, C3 bezeichnet. Die Knoten einer
unabhéngigen Menge der Grosse 3 sind schwarz gezeichnet.

Wir wollen nun zeigen, dass Algorithmus 2.0.8 eine Reduktion von 3-SAT auf Un-
abhingige Menge ist. Die Laufzeit ist sicherlich polynomiell in der Eingabegrosse.

17



Es bleibt zu zeigen, dass eine Boolesche Formel ¢ mit m Klauseln genau dann
erfiillbar ist, wenn der konstruierte Graph eine unabhéngige Menge der Grosse m
hat. Ist w eine erfiillende Belegung fiir ¢, so ist in jeder Klausel von ¢ mindestens
ein Literal erfiillt. Die Knoten, die diesen erfiillten Literalen entsprechen, bilden
eine unabhingige Menge der Grosse m. Hat andererseits der konstruierte Graph
eine unabhingige Menge der Grosse m, so muss in dieser unabédngigen Menge
fiir jedes der Dreiecke, die den Klauseln in ¢ entsprechen, ein Knoten enthalten
sein. Nun kann man eine Belegung der Variablen wihlen, die die Literale erfiillt,
die den Knoten der unabhéngigen Menge entsprechen. Diese Belegung erfiillt die
Formel ¢.

Abbildung 2.1: Beispiel einer Reduktion von 3-SAT auf Unabhéngige Menge

Wir kommen nun zur Definition von NP-Vollstindigkeit.

Definition 2.0.9 FEine Sprache L € NP heisst NP-vollstindig, wenn sich jede
andere Sprache in NP auf L reduzieren ldsst.

Das bedeutet, die NP-vollstéindigen Sprachen sind mindestens so schwer wie alle
Sprachen in NP.
Es gilt nun der folgende Satz, der von Cook und Levin Anfang der siebziger Jahre
bewiesen wurde.

Satz 2.0.10 3-SAT ist NP-vollstindig.

Der Beweis dieses Satzes ist aufwendig, deshalb verzichten wir auf ihn. Mittels die-
ses Satzes konnen aber hdufig andere Probleme recht einfach als NP-vollstandig
nachgewiesen werden. Es gilt ndmlich
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Lemma 2.0.11 L, L’ seien Sprachen in NP. Ist L NP-vollstindig, und lisst sich
L auf L' reduzieren, so ist auch L' NP-vollstindig.

Beweis: Sei L eine beliebige Sprache in NP. Wir miissen zeigen, dass sich L auf
L’ reduzieren lisst. Nun lisst sich L mittels einer Reduktion R’ auf L reduzieren,
und L lasst sich mittels einer Reduktion R auf L’ reduzieren. Fiihrt man R’ und
R hintereinander aus, erhilt man eine Reduktion von Lauf L'

Hier verwenden wir die Tatsache, dass die Komposition polynomieller Algorith-
men einen polynomiellen Algorithmus ergibt, weil das Produkt zweier Polynome
wieder ein Polynom ist.

Mittels dieses Lemmas kénnen wir nun beweisen, dass Unabhingige Menge NP-
vollsténdig ist. Wir haben ja schon gesehen, dass Unabhéngige Menge in NP liegt,
und wir haben auch schon eine Reduktion von 3-SAT auf Unabhingige Menge
konstruiert. Damit ist nach dem vorangegangenen Lemma Unabhingige Menge
NP-vollsténdig.

Die NP-vollstindigen Probleme sind die schwersten Probleme in NP, denn wir
haben das folgende Lemma.

Lemma 2.0.12 [st L NP-vollstindig und existiert ein polynomieller Algorithmus
fir L, d.h. ein Algorithmus A, der bei Fingabe x € {0,1}* in polynomieller Zeit
in |x| entscheidet, ob x € L, so existiert ein polynomieller Algorithmus fir jede
Sprache L' in NP.

Beweis: Sei L' eine beliebige Sprache in NP. Um zu entscheiden, ob x € {0, 1}*
in L' liegt, wenden wir die Reduktion R von L' auf L mit Eingabe x an. Wir
erhalten dann in polynomieller Zeit ein y € {0, 1}*. Auf dieses y wenden wir den
Algorithmus A an. Nach Definition der Reduktion R und nach Voraussetzung
tiber A, ist x € L' genau dann, wenn A(y) = 1. Da |y| polynomiell ist in || und
A polynomielle Laufzeit besitzt, liefert uns dies den gewiinschten Algorithmus fiir
L.

Um auch von Optimierungsproblemen sagen zu konnen, dass sie mindestens so
schwer sind wie NP-vollstédndige Probleme, nehmen wir dieses Lemma zum Anlass
fiir die folgende Definition.

Definition 2.0.13 FEin Problem 11, sei es ein Entscheidungsproblem oder ein
Optimierungsproblem, heisst NP-schwer, falls die Existenz eines polynomieller
Algorithmus fir I1 die Ezistenz eines polynomiellen Algorithmus fir alle Sprachen
in NP impliziert.

Mit dieser Definition sind alle NP-vollsténdigen Probleme NP-schwer. Aber auch
die Optimierungsvariante von Unabhingige Menge ist NP-schwer. Denn mit ei-
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nem polynomiellen Algorithmus fiir das Optimierungsproblem Unabhéngige Men-
ge haben wir einen polynomiellen Algorithmus fiir das Entscheidungsproblem Un-
abhéngige Menge, und dann einen polynomiellen Algorithmus fiir jede beliebige
Sprache in NP.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, wie schwer NP-vollstindige oder NP-schwere
Probleme denn wirklich zu 16sen sind. Die Antwort ist unbekannt. Es gibt al-
lerdings inzwischen iiber 1000 NP-vollstdndige Probleme. Fiir keines dieser Pro-
bleme ist je ein polynomieller Algorithmus entworfen worden. Es wird deshalb
vermutet, das NP-vollstdndige oder NP-schwere Probleme nicht effizient gelost
werden konnen. Dass ein Problem NP-vollstdndig oder NP-schwer ist, wird dar-
um auch als starkes Indiz dafiir angesehen, dass dieses Problem nicht effizient zu
16sen ist.

2.1 Uebungen

Uebung 2.1 Gegeben sei ein Graph G = (V, E). Ein Vertez-Cover in G ist eine
Teilmenge C' der Knotenmenge V' mit der Eigenschaft, dass jede Kante e € E
zu mindestens einem Knoten v € C' inzident ist. Eine Clique ist eine Teilmenge
K der Knotenmenge mit der Eigenschaft, dass je zwei Knoten aus K durch eine
Kante aus E verbunden sind.

Zeige dass es NP-vollstindig ist, bei Eingabe von G und einer natiirlichen Zahl
k zu entscheiden, ob G

(a) ein Vertex-Cover der Grosse k
(b) eine Clique der Grosse k

besitzt.

Uebung 2.2 Nimm an, dass es einen polynomiellen Algorithmus fiir das Ent-
scheidungsproblem Unabhéngige Menge gibt. Zeige, dass es dann auch einen po-
lynomiellen Algorithmus fiir das Optimierungsproblem Unabhéingige Menge gibt.

Uebung 2.3 Sei G = (V, E) ein Graph mit |V'| = n. Konstruiere eine Boolesche
Formel ¢, die genau dann erfiillbar ist, wenn G einen Hamiltonschen Kreis besitzt,
das ist ein Kreis im Graphen, der jeden Knoten genau einmal beriihrt. Hierzu
fithre Boolesche Variablen z;j,¢,7 = 1,...,n, ein. Die Variable xz;; steht fiir die
Aussage “Der j-te Knoten des Hamiltonschen Kreises ist der Knoten :”. Die
Formel muss nicht in 3-konjunktiver Normalform sein.
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Kapitel 3

Elementare
Approximationsalgorithmen

Bevor wir zu allgemeineren Techniken {ibergehen, werden wir in den folgenden
beiden Kapiteln noch elementare Approximationsalgorithmen kennenlernen.

3.1 Das Problem des Handlungsreisenden

Beginnen wollen wir mit dem Problem des Handlungsreisenden.

Problem 3.1.1 (EUKLIDISCHER HANDLUNGSREISENDER (ETSP))

Ein Handlungsreisender mdchte beginnend in der Stadt s, die Stidte s1,...,S,
jeweils genau einmal besuchen, um am Ende zu s, zuriickzukehren. Dabet mdéchte
er eine moglichst kleine Distanz zuriicklegen. Wir nehmen an, dass die Stidte
s; gegeben sind als Punkte in der Ebene R?. Die Distanz zwischen zwei Stidten
Siy s st durch die euklidische Distanz der Punkte s;, s; im R? gegeben.

Die Abkiirzung ETSP steht fiir “euclidean traveling salesman problem”. ETSP
ist wie iiblich NP-schwer. Wir werden im Laufe dieses Kapitels zwei Approximati-
onsalgorithmen fiir das Problem kennenlernen. Der erste hat Approximationsgiite
2, der zweite Approximationsgiite 3/2. Doch bevor wir zu diesen Algorithmen
kommen, wollen wir noch Verallgemeinerungen von ETSP definieren.

Hierzu benotigen wir den Begriff der Rundreise oder des Hamiltonschen Kreises.
In einem Graphen G = (V, E),V = {vy,...,v,} ist eine Rundreise ein Kreis in
G, der an einem beliebigen Knoten startet, jeden Knoten genau einmal besucht
und dann zum Ausgangspunkt zuriickkehrt. Genauer ist eine Rundreise eine Per-
mutation 7 der Menge {1,...,n}, so dass

{Uﬂ(i),vﬁ(zqu)} € E,i =1,....,n—1, und {vw(n),vw(l)} e k.
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Problem 3.1.2 (HANDLUNGSREISENDER (TSP)) Eine Instanz I ist gegeben
durch einen gewichteten Graphen. Also durch einen Graphen G = (V,E),V =
{v1,..., 0.}, und zusdtzlich eine Funktion w : E — R", die jeder Kante e € E
ein Linge w(e) zuordnet. Gesucht ist dann eine Rundreise mit minimaler Ge-
samtlinge. D.h., gesucht ist eine Permutation w, die eine Rundreise in G definiert
und fir die

n—1

w(m) =Y w ({vsgi, vairn}) + w ({vnny, ey })

1=1

mainimal 1st.

Um ETSP als Spezialfall von TSP zu erhalten, wihlen wir als Graphen G den
vollstindigen Graphen auf n Knoten. Wir nehmen ausserdem an, dass jeder Kno-
ten in den R? eingebettet ist, und dass die Linge einer Kante gegeben ist durch die
euklidische Distanz zwischen seinen beiden Endpunkten. Da ETSP NP-schwer,
gilt dieses auch fiir die Verallgemeinerung TSP.

Wihrend es beim ETSP immer eine Rundreise gibt, gibt es Instanzen von TSP,
in denen es keine Rundreise gibt. In diesem Fall setzen wir oo als Lénge der
optimalen Rundreise. Jeder Algorithmus, der TSP 16st, muss also folgendes, als
Hamiltonscher Kreis bekanntes Entscheidungsproblem l6sen.

Problem 3.1.3 (HAMILTONSCHER KREIS (HK)) Gegeben sei ein Graph G =
(V,E). Zu entscheiden ist, ob G einen Hamiltonschen Kreis besitzt.

HK ist NP-vollstandig. Wir werden spéter auf TSP und HK noch zuriickkommen.
Doch nun wollen wir Approximationsalgorithmen fiir ETSP beschreiben.

Man erinnere sich, dass eine spannender Baum in einem Graphen G = (V, E) ein
Baum 7" auf den Knoten in V' ist, so dass jede Kante in 1" in der Kantenmenge E
von GG enthalten ist. In einem gewichteten Graphen ist das Gesamtgewicht eines
spannenden Baumes die Summe der Kantengewichte der Kanten des Baumes.
Ein minimal-spannender Baum ist dann ein spannender Baum mit minimalem
Gesamtgewicht. Ein minimal-spannender Baum einer Punktemenge im R? ist
ein minimal-spannender Baum fiir den vollstindigen Graphen zwischen diesen
Punkten, wobei das Gewicht einer Kante durch die euklidische Distanz zwischen
den Endpunkten der Kante gegeben ist. Ein minimal-spannender Baum in einem
Graphen mit m Kanten kann in Zeit O(mlogm) Zeit gefunden werden. Der
Algorithmus von Kruskal z.B. erreicht diese Laufzeit.

Der folgende Algorithmus erwartet als Eingabe eine Instanz I von ETSP spezifi-
ziert durch n Punkte sq,...,s, € R%

Algorithmus 3.1.4

MSB (minimal-spannender Baum):
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Berechne einen minimal-spannenden Baum 1" auf den Punkten sq,..., s,.
Konstruiere aus 1" den Graphen H, in dem jede Kante in 7" verdoppelt
wird.

Finde in H einen Eulerkreis K.

Berechne die Reihenfolge s, (1), ..., srn) der ersten Auftritte der Knoten
S1,...,8, In I,

Gib Sx(1)s -+« +y Su(n) aus.

Zu diesem Algorithmus einige Bemerkungen. Da wir H aus 1" durch verdoppeln
jeder Kante erhalten, hat in H jeder Knoten geraden Grad. Dann besitzt H nach
Uebung 3.2 einen Eulerkreis, das ist ein Kreis im Graphen, der jede Kante genau
einmal benutzt. Dieser kann in polynomieller Zeit gefunden werden. Da auch ein
minimal-spannender Baum in polynomieller Zeit gefunden werden kann, ist MSB
also ein Approximationsalgorithmus. In Abbildung 3.1 ist das Verhalten von MSB
an einem Beipiel mit 8 Stéddten illustriert. Die Reihenfolge der Stidte auf dem
Eulerkreis ist

S1, S5, 82, 53, S2, S4, 52, S6, 57, S6, S8, 56, 52, S5, S1.
Die Reihenfolge der ersten Auftritte ist dann

51, 55, 52, 53.54, S6, S7, S8-

Satz 3.1.5 MSB hat Approzimationsgiite 2.

Beweis: Sei opt(]) die Linge einer optimalen Rundreise R. Sei |T'| das Ge-
wicht des minimal-spannenden Baumes 7', der in MSB berechnet wird. Durch
Entfernen einer beliebigen Kante wird R zu einem spannenden Baum. Daher gilt
|T| < opt(I). Die Gesamtlinge der Kanten in H ist daher hochstens 2opt([).
Daher hat der Eulerkreis K hochstens Gesamtgewicht 2opt(/). Die Rundrei-
se MSB(I) entsteht aus K, indem “Abkiirzungen” genommen werden. Da fiir
die euklidische Distanz in der Ebene die Dreiecksungleichung gilt, erhalten wir
|MSB(I)| < 20pt([).

Wenn wir uns den Algorithmus MSB und seine Analyse genauer anschauen, so
bemerken wir, dass das Verdoppeln der Kanten in 7" fiir die Approximationsgiite
2 verantwortlich ist. Dieses Kantenverdoppeln soll nun aber nur sicherstellen, dass
im Graphen H jeder Knoten geraden Grad hat, und H somit einen Eulerkreis
besitzt. Um einen Graphen H zu konstruieren, in dem jeder Knoten geraden Grad
hat, konnen wir aber auch anders vorgehen. In 7" betrachten wir nur die Teilmenge
der Knoten, die in 7" ungeraden Grad haben. Um den Graphen H zu erhalten,
sollte jeder dieser Knoten noch eine zusétzliche inzidente Kante erhalten. Da es
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Ein minimal spannender Baum Ein Eulerkreis

S1 S5

S4

Eine Rundreise

O S5

58

S4

Abbildung 3.1: Beispiel fiir Berechnung einer Rundreise mit Algorithmus MSB

geradzahlig viele Knoten ungeraden Grades in 7" gibt (Uebung 3.1), kann dieses
durch Hinzufiigen eines perfekten Matchings auf den Knoten ungeraden Grades
erreicht werden.

Es sei daran erinnert, dass ein perfektes Matching in einem Graphen G = (V, E)
eine Teilmenge F' C E der Kanten ist, so dass jeder Knoten aus V' zu genau
einer Kante aus F' inzident ist. Offensichtlich muss nicht immer ein perfektes
Matching existieren. Eine notwendige Bedingung ist, dass die Anzahl der Kno-
ten des Graphen gerade ist. In einem gewichteten Graphen ist das Gewicht ei-
nes Matchings, die Summe der Kantengewichte der Kanten des Matchings. Ein
minimales perfektes Matching ist dann ein Matching mit minimalem Gesamtge-
wicht. Ein minimales perfektes Matching fiir eine Punktemenge in der Ebene ist
ein perfektes Matching in dem vollstdndigen Graphen auf diesen Punkten, wo-
bei Kantengewichte wie iiblich durch die euklidischen Distanzen definiert sind.
Ein perfektes Matching existiert genau fiir Punktemengen mit geradzahlig vie-
len Punkten. Es gibt polynomielle Algorithmen zur Berechnung von minimalen
perfekten Matchings in allgemeinen Graphen.
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Nun koénnen wir die obige Idee zur Verbesserung von MSB mit Hilfe des folgenden
Algorithmus formulieren. Der Algorithmus stammt von Christofides.

Algorithmus 3.1.6
CH (Christofides):

Berechne einen minimlspannenden Baum 7" auf den Punkten sq,...,s,.
Bestimme die Menge der Punkte ungeraden Grades in 7.

Auf dieser Punktemenge berechne ein minimales perfektes Matching M.
Fiige T' und M zu einem Graphen H zusammen.

Finde in H einen Eulerkreis K.

Berechne die Reihenfolge s.(1),..., srn) der ersten Auftritte der Knoten
Siy.veySp in K.

Gib sz(1),. .-, Sx(n) aus.

In Abbildung 3.2 ist das Verhalten dieses Algorithmus am selben Beispiel wie in
Abbildung 3.1 illustriert.

Minimal spannender Baum mit
minimalem Matching (----)

Eine Rundreise

Abbildung 3.2: Beispiel fiir Berechnung einer Rundreise mit Algorithmus CH

Aus den bereits gemachten Beobachtungen folgt, dass Algorithmus CH in poly-
nomieller Zeit eine Rundreise findet.

Satz 3.1.7 Algorithmus CH hat Approzimationsgite 3/2.

Beweis: Bei Instanz [ sei opt(/) die Lénge einer optimalen Rundreise R. Wie
bei der Analyse von Algorithmus MSB gilt |T'| < opt(I). Weiter gilt |[M| <
opt(/)/2, denn eine optimale Rundreise R' auf den Punkten, die in 7" ungeraden
Grad haben, ist sicherlich kiirzer als opt(/). Die Rundreise R’ kann nun aber
in zwei perfekte Matchings aufgespalten werden. Eines davon hat sicher Linge
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hochstens |R'|/2. Somit [M| < |R'|/2 < opt(I)/2. Damit erhalten wir, dass die
Gesamtléinge der Kanten in H héchstens 3opt(/) ist. Dann ist aber auch die
Lénge des Eulerkreises durch %opt(f ) beschrénkt. Und mit der Dreiecksunglei-
chung gilt |CH(I)| < Zopt.

Wann immer wir bislang bewiesen haben, dass ein Algorithmus eine gewisse
Approximationsgiite besitzt, so waren dieses immer nur obere Schranken. Wir
wussten dann immer, dass die gelieferte Losung héchstens um einen bestimmten
Faktor schlechter war als das Optimum. Wir haben aber bislang nie gezeigt, dass
es auch wirklich Instanzen gibt, bei denen die gefundene Losung so viel schlech-
ter ist als das Optimum. Héufig ist es auch sehr schwer oder unmoglich solche
Beispiele anzugeben. Im Fall von Algorithmus 3.1.6 ist dieses jedoch moglich. In
Abbildung 3.3 ist ein Beispiel gezeichnet, wo die Lange der von Algorithmus 3.1.6
gefundenen Rundreise etwa um den Faktor 3/2 vom Optimum abweicht.

Christofides
O O O
M) M)
N\ N\
Optimum

Abbildung 3.3: Beispiel einer Instanz mit [CH(I)| ~ 2opt(I)

Zu diesem Beispiel einige Erlduterungen. Die Punkte im unteren Teil des Beispiels
liegen nicht auf einer horizontalen Linie. Stattdessen liegen die beiden dusseren
Punkte auf einer horizontalen Geraden, die unter der horizontalen Geraden liegt,
die die restlichen Punkte des unteren Teils verbindet. Diese beiden horizonta-
len Geraden diirfen beliebig nahe aneinander sein, jedoch nicht zusammenfallen.
Weiter sollen jeder der Punkte in der oberen Hélfte mit den rechts und links
unter ihm liegenden Punkten “fast” ein gleichseitiges Dreieck. Man kann dann
relativ leicht zeigen, dass die Ausgabe von CH und das Optimum wie in Ab-
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bildung 3.3 aussehen. Ausserdem ist die Linge von CH(I) etwa 3/2o0pt([). Das
“etwa” bezieht sich darauf, wie weit jetzt die beiden horizontalen Geraden, auf
denen die Punkte der unteren Hilfte liegen, voneinander entfernt sind. Je néher
sie aneinander liegen, umso néher liegt |[CH(I)|/opt(I) an 3/2.

Wir merken noch an, dass seit etwa zwei Jahren bekannt ist, dass sich ETSP
beliebig gut approximieren ldsst. Was das genau bedeutet, werden wir im nichsten
Kapitle sehen.

Zum Abschluss dieses Kapitels zeigen wir noch, dass das allgemeine TSP nicht
gut approximiert werden kann.

Satz 3.1.8 Seic > 1. Falls P # NP, so gibt es fir TSP keinen Approximations-
algoritmus mit Giite c.

Beweis: Wir zeigen, dass es mit einem Approximationsalgorithmus mit Giite ¢
auch einen polynomiellen Algorithmus fiir das NP-vollsténdige Problem Hamil-
tonscher Kreis gibt. Daraus folgt die Aussage des Satzes.

Sei also A ein Approximationsalgorithmus fiir TSP mit Giite ¢. Dann ist der
folgende Algorithmus, der als Eingabe einen Graphen G = (V, E) erwartet, ein
Algorithmus fiir Hamiltonschen Kreis.

Algorithmus 3.1.9

Konstruiere den vollstiandigen Graphen G’ auf den Knoten in V.
FOR i =1TO |V|—1D0
FOR j =2 TO |V/| DD
IF {i,j} € E THEN
w({i,j}) =1
ELSE
w({i, j}) = V]|
END
END
END
Verwende A mit Eingabe G’ und Gewichtsfunktion w,
um eine Rundreise R zu berechnen.
IF |R| < ¢|V| THEN
“G besitzt einen Hamiltonschen Kreis”
ELSE
“G besitzt keinen Hamiltonschen Kreis”
END

Da A ein polynomieller Algorithmus ist, ist dieses ebenfalls ein polynomieller
Algorithmus. Wir miissen noch zeigen, dass die Ausgabe stets korrekt ist.

27



Besitzt G einen Hamiltonschen Kreis, so gibt es in G’ eine Rundreise mit Ge-
samtldnge |V'|. Nach Voraussetzung liefert A dann eine Rundreise mit Gesamtliange
hochstens ¢|V]. In diesem Fall wird die Ausgabe also korrekt sein. Besitzt G hin-
gegen keinen Hamiltonschen Kreis, so muss jede Rundreise in G’ eine Kante mit
Gewicht ¢|V| benutzen. Dann ist die Linge der optimalen Rundreise mindestens
V| =14 ¢|V| = (¢c+ 1)|V]| =1 > ¢|V]. Daher wird auch die von A gefundene
Rundreise Liange echt grosser als ¢|V| haben. Auch in diesem Fall ist die Ausgabe
korrekt.

Der Algorithms, den wir im Beweis konstruiert haben, ist eine spezielle Reduk-
tion. Die Graphen mit Hamiltonschen Kreis werden auf Graphen abgebildet mit
kurzer Rundreise. Graphen ohne Hamiltonschen Kreis dagegen werden auf Gra-
phen mit langer Rundreise abgebildet. Zwischen den beiden moglichen Féllen ist
eine grosse Liicke. Daher geniigt ein Approximationsalgorithmus fiir TSP, um zu
entscheiden, ob der Graph G’ durch einen Graphen G mit oder ohne Hamilton-
schen Kreis erzeugt wurde. Dieses Erzeugen einer Liicke ist die einzige bekannte
Technik, um zu beweisen, dass es fiir ein Optimierungsproblem Approximations-
algorithmen mit bestimmter Approximationsgiite nur geben kann, falls P=NP,
siche Kapitel 8.

3.2 Job-Scheduling

Wir betrachten wieder unser Job-Scheduling Problem (siehe Problem 1.1.1). Der
neue Approximationsalgorithmus ist eine Variante des Algorithmus LS (list sche-
dule) (siehe Seite 6). Der einzige Unterschied ist, dass der folgende Algorithmus
SLS (sorted list schedule) die Jobs vorher nach absteigenden Laufzeiten sortiert.

Algorithmus 3.2.1

SLS (sorted list schedule):
sortiere Jobs Ji,...,J, nach absteigenden Laufzeiten d,,...,d,
(* Jetzt gelte dy > dy > --- > d,, ¥)
Berechne einen Schedule mittels Algorithmus LS

Nun koénnen wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.2.2 Algorithmus SLS hat Approzimationsgiite 4/3.

Beweis: Sei ' der von SLS erzeugte Makespan, opt der optimale Makespan,
sowie s der Zeitpunkt, zu dem Job .J; startet (im von SLS erzeugten Schedule).

Nun betrachten wir den Job .Jy, der als letzter fertig wird und unterscheiden zwei
Fille.

28



Fall 1. Es gilt

dgé?

Dann erhalten wir

opt 4
C:srl—dggopt—i—%:gopt,

denn bis zum Zeitpunkt s, sind ja alle Maschinen durchgehend belegt, so dass
s¢ < opt gelten muss. In diesem Fall sind wir also schon fertig.

Fall 2. Es gilt

opt

dg > ?
Zunichst konnen wir annehmen, dass ¢ = n gilt, J, also auch der letzte Job
in der Sortierung ist. Falls ndmlich nicht, so kdonnen wir die Jobs Jyi1,...,J,

einfach weglassen, ohne dass sich der von SLS erzeugte Makespan dndert (.J, war
ja der Job, der als letzter terminiert). Der optimale Makespan wird dadurch nicht
schlechter, so dass die Giite von SLS nicht besser werden kann. Kénnen wir die
Giite 4/3 also unter der Annahme zeigen, dass ¢ = n gilt, so haben wir auch Giite
4/3 im urspriinglichen Problem.

Sei nun also ¢/ = n. Dann haben alle Jobs Laufzeiten von mindestens opt/3,
woraus folgt, dass in jedem optimalen Schedule hichstens zwei Jobs pro Maschine
laufen kénnen. Insbesondere gibt es dann hochstens 2m Jobs. Sei n = 2m — h die
wirkliche Anzahl der Jobs, A > 0.

Falls der optimale Schedule alle Maschinen benutzt (was man offenbar ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit annehmen kann), so gilt, dass genau h Jobs alleine
auf ‘thren’ Maschinen laufen, wihrend die 2(m — h) iibrigen Jobs in Paaren den
iibrigen m — h Maschinen zugeordnet werden. Wir haben dann die folgende

Beobachtung 3.2.3 Jeder Schedule mit den folgenden FEigenschaften ist opti-
mal:

(i) die h lingsten Jobs Jy, ..., Jy laufen alleine auf ihren Maschinen, und

(ii) die ibrigen Jobs sind zu Paaren (Jyi1, Jn), (Jhtoy Jn1), -y (Jmy 1) 2u-
sammengefasst.

Wir beweisen hier nur (i), Eigenschaft (ii) ist eine Uebungsaufgabe (Uebung 3.4).
Nehmen wir an, Job Jg, k& > h lduft in einem optimalen Schedule alleine auf einer
Maschine, wiahrend J;, s < h mit einem anderen Job J; gepaart ist. Dann werden
diese drei Jobs zum Zeitpunkt

mazx(dy, ds + dy) = ds + d;
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fertig (beachte ds > dj). Aendern wir den Schedule so, dass wir J; alleine laufen
lassen und dafiir J, mit J; paaren, so ergibt sich fiir diese drei Jobs ein Makespan
von

max(ds, dy, + dy).

Da sowohl dy < dg + d; als auch d + d; < ds + d; gilt, ist dieser neue Schedule
mindestens so gut wie der alte (und da dieser bereits optimal war, ebenfalls
optimal). Wir haben also die Anzahl der Jobs J, s < h, die alleine laufen, unter
Aufrechterhaltung der Optimalitéit vergrossert. Damit kénnen wir nun fortfahren,
bis alle Jobs Js,s < h alleine auf einer Maschine laufen. Daraus folgt dann Teil
(i) der Beobachtung.
Nun bleibt nur noch zu beobachten, dass SLS einen Schedule mit den Eigen-
schaften (i) und (ii) erzeugt, denn zunichst werden die Jobs Ji, ..., J,, auf die
Maschinen verteilt. Da diese in umgekehrter Reihenfolge fertig werden, ergeben
sich die Paare (., Jt1), - - (Jhs1, Jn). (Falls einige der Jobs Jy, ..., J,, gleiche
Laufzeiten haben, so erzeugt SLS mdglicherweise einen anderen Schedule, von
dem man sich aber leicht {iberzeugt, dass er ebenfalls optimal ist).
Im Fall 2 gilt also sogar C' = opt, so dass SLS in jedem Fall einen Schedule mit
Linge hochstens A

3opt
erzeugt. Daraus folgt der Satz.

3.3 Uebungen

Uebung 3.1 Beweise, dass jeder Graph eine gerade Anzahl von Knoten ungera-
den Grades besitzt.

Uebung 3.2 Beweise, dass ein zusammenhingender Graph genau dann einen
Eulerkreis besitzt, wenn jeder Knoten geraden Grad hat.

Uebung 3.3 Betrachte ein euklidisches TSP-Problem in der Ebene. Zeige, dass
jede optimale Rundreise selbstiiberschneidungsfrei ist.

Uebung 3.4 Seien Jy,..., Jy, 2m Jobs mit Laufzeiten d; > --- > dy,,. Nimm
an, dass in einem optimalen Schedule auf jeder Maschine hochstens zwei Jobs
laufen. Beweise, dass es einen optimalen Schedule gibt, der die Jobs zu Paaren
(J1, Jom)s (J25 Jom—1), - - - s (S, Jms1) zusammenfasst, wobei jedes Paar einer der
m Maschinen zugeordnet wird.

Uebung 3.5 Gegeben Jobs Ji,...,J, mit Laufzeiten d; = ¢,7 = 1,...,n, und
m < n Maschinen. Welchen Makespan liefert der Algorithmus SLS?
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Kapitel 4

Approximationsschemata

Die Approximationsalgorithmen, die wir bisher kennengelernt haben, hatten die
Eigenschaft, dass sie die optimale Lésung bis auf einen festen konstanten Fak-
tor approximieren kénnen Im Folgenden werden wir Approximationsalgorithmen
fiir Probleme diskutieren, die die optimale Losung beliebig gut approximieren
konnen. ‘Beliebig gut’ soll dabei heissen, dass fiir jedes gegebene ¢ > 0 Giite 1+¢
(Minimierungsproblem) bzw. 1 — ¢ (Maximierungsproblem) erreichbar ist. Wir
werden das spéter noch formalisieren.

4.1 Das Rucksack-Problem

Ein Dieb findet in einem Lager n Gegenstinde mit Werten wy,...,w, und Ge-
wichten gy, ..., gy vor. Dabei nehmen wir an, dass die Werte w; sowie die Gewich-
te g; ganzzahlig und positiv sind. Der Dieb hat einen Rucksack, der Gegenstdnde
im Gesamtgewicht von b (ganzzahlig) aufnehmen kann. Welche Teilmenge von
Gegenstidnden muss der Dieb in den Rucksack packen, um den Gesamtwert der
gestohlenen Gegenstédnde zu maximieren? Etwas formaler also

Problem 4.1.1 (RUCKSACKPROBLEM) Gegeben sind positive Werte wy, . .., wy,
und positive Gewichte gy, ..., g, sowie eine Schranke b. Zulissige Lisungen sind
Teilmengen I C {1,...,n} mit Zgj < b. Gesucht ist eine zulissige Lisung
jeI

I C{1,...,n}, die den Gesamtwert )
Wir nehmen noch ohne Beschrdnkung der Allgemeinheit an, dass ¢g; < b gilt
fiir alle 7, denn Gegenstéinde, die zu schwer fiir den Rucksack sind, konnen von
vornherein von der Betrachtung ausgenommen werden.

Wie iiblich gilt, dass das Auffinden einer optimalen Losung fiir das Rucksack-
Problem NP-schwer ist. Trotzdem wollen wir mit einem exakten Algorithmus fiir
das Problem beginnen. Dieser wird spéter in geeigneter Weise als Baustein fiir
den Approximationsalgorithmus verwendet. Die Idee ist Dynamisches Program-
maieren.

jer Wy maximiert.
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Hierzu definieren wir fiir j = 1,...,n und ¢ ganzzahlig den Wert
(i)

als das minimale Gewicht einer Teilmenge der ersten j Gegenstinde mit Gesamt-
wert mindestens ¢ (falls es keine solche Teilmenge gibt, setzen wir F;(i) auf co).
F,(i) gibt also an, wie schwer der Rucksack des Diebes mindestens sein muss,
damit die Diebesbeute den Wert 7 erreicht.

Daraus bekommen wir sofort folgende

Beobachtung 4.1.2 Sei opt die optimale Lisung des Rucksackproblems (d.h.
der Wert einer optimalen Teilmenge von Gegenstinden). Dann gilt

opt = max{i | F,,(7) < b}.

Zum Beweis iiberlegt man sich folgendes: sei iy das Maximum. Dann gilt F},(ig) <
b, d.h. nach Definition, dass es eine Teilmenge von Gegenstinden gibt, die in den
Rucksack passt und mindestens Wert iy hat. Es gilt also opt > 7yp. Andererseits
ist F,(ip + 1) > b, d.h. um Werte grosser als ig zu erreichen, miisste der Dieb
seinen Rucksack iiberladen, was nicht erlaubt ist. Also gilt opt = i,.

Nach der Beobachtung reicht es also aus, das entsprechende Maximum zu berech-
nen. Dabei hilft folgendes

Lemma 4.1.3
(i) Fi(i) =0 firi <O0.
(ii) Fy(i) = oo fiir i > 0.
(i) Fj(1) = min(F;_1 (), g; + Fj1 (i — wy)) fiiri,5 > 0.

Beweis: (i) Wenn der Wert des Diebesgutes nicht positiv sein muss, ist die
gewichtsminimale Teilmenge, die dies erreicht, offenbar die leere Menge, und die
hat Gewicht 0.

(ii) Wenn der Wert des Diebesgutes positiv sein, die Auswahl der Gegensténde
aber aus der leeren Menge erfolgen soll, so gibt es keine Losung und Fy(i) = oo
gilt nach Definition.

(iii) Um eine gewichtsminimale Teilmenge der ersten j Gegenstéinde mit Wert
mindestens ¢ zu finden, kann man wie folgt vorgehen. Man bestimmt einerseits
die gewichtsminimale Menge Sy, die den j-ten Gegenstand nicht enthélt, anderer-
seits die gewichtsminimale Menge Sy, die ihn enthélt. Dann wéhlt man diejenige
mit dem kleineren Gewicht aus. S; hat Gewicht Fj_(¢), wihrend Sy Gewicht
g+ F;_1(i—w;) hat, denn in diesem Fall muss aus den ersten j—1 Gegensténden
nur noch Wert ¢ — w; erreicht werden, weil der j-te Gegenstand schon Wert w;
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beitragt. Daraus folgt sofort die Formel.

Zum Berechnen von opt werten wir nun solange Funktionswerte von F' aus, bis
wir das kleinste ¢ mit F,(i) > b gefunden haben. i — 1 ist dann das gesuchte
Optimum. Mit Hilfe des Lemmas kann diese Auswertung so geschehen, dass man
zur Berechnung des jeweils aktuellen Funktionswerts nur auf bereits berechnete
(und in einem zweidimensionalen, mit j und ¢ parametrisierten Feld gespeicherte)
Funktionswerte zuriickgreifen muss.

Algorithmus 4.1.4 Wir nehmen an, dass die Werte F;(i) fir j =0 und i <0
(siehe Teil (i) und (ii) des Lemmas) bereits bekannt sind.

ExactKnapsack:
1:=0
REPEAT
=1+ 1
FOR j := 1 TO n DO
Fj(1) = min(Fj_1(2), g; + Fj_1(i — wy))
END
UNTIL F,(i) > b
Gib i — 1 aus

Um die Laufzeit des Algorithmus abzuschétzen, beobachten wir, dass es opt + 1
Durchliufe der REPEAT-Schleife gibt, wobei jeder Durchlauf Zeit O(n) kostet.
Insgesamt ergibt sich also

Satz 4.1.5 Algorithmus ExactKnapsack hat Laufzeit O(n opt).

Auf den ersten Blick mag dies wie ein polynomieller Algorithmus aussehen, das ist
aber nicht der Fall, denn opt ist im allgemeinen exponentiell in der Eingabegrosse.
Diese ist von der Gréssenordnung

O (Z(logwj + logg;) + log b) ,

J=1

denn die Eingabezahlen liegen im Standardmodell binér codiert vor. opt hingegen
kann Werte bis zu .

2w

7j=1

annehmen, was exponentiell in der Eingabegrosse ist, falls die Gewichte g; und
die Rucksackkapazitét b nicht sehr viel grosser als die Werte w; sind.

Die Idee des folgenden Approximationsalgorithmus ScaledKnapsack ist dann auch,
aus dem urspriinglichen Problem ein ‘skaliertes’ Problem zu konstruieren, bei dem
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die optimale Losung so klein ist, dass sie mit Hilfe von ExactKnapsack in polyno-
mieller Zeit bestimmt werden kann. Man muss dann nur noch zeigen, dass daraus
dann auch eine verniinftige Losung fiir das urspriinglichen Problem konstruiert
werden kann.

Der Algorithmus hat ausser einer Instanz des Rucksackproblems noch einen Ein-
gabeparameter ¢ > 0, mit dem die Approximationsgiite kontrolliert wird. Ziel
wird es sein, Approximationsgiite 1 — £ zu erreichen.

Algorithmus 4.1.6 Wir definieren wp,, := max{w;,j =1,...,n}.

ScaledKnapsack(¢):
Wihle k := max(1, [ewmas/1])
FOR j := 1 TO n DO
w3 (k) i= Ly /K]
END
Berechne opt(k) und S(k), die optimale Losung und optimale Teilmenge
des Rucksackproblems mit Werten w;(k) (und unverdnderten g; sowie b)
mit Hilfe von ExactKnapsack;
Gib opt” := 3", g w; als Losung aus

Es ist klar, dass die Menge S(k) eine zuléssige Losung auch fiir das urspriingliche
Problem ist, denn die Gewichte und die Rucksackkapazitdt haben sich ja nicht
verdndert.

Nun konnen wir die Giite von ScaledKnapsack abschétzen.

Satz 4.1.7 ScaledKnapsack(g) hat Approzimationsgite 1 — €.

Beweis: Sei S die optimale Teilmenge fiir das urspriingliche Problem. Dann gilt

opt* = Z wj

JjES(k)
w.
= k s
_ k
Jjes(k)
> kS 1Y)
_ k
JjesS(k)
w.
> k 7
> kY1)
jES

denn S(k) ist ja optimal (insbesondere also besser als S) beziiglich der skalierten
Werte w;(k) = |w;/k]. Es gilt dann weiter

opt* > kY [2*]

jeS
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v

EY (D)
= Z(U’j — k)

= opt —k|S]

( k|S |> ( kn )
= opt ——— | >opt|1l-— )
Opt wmaa:

denn [S| < n und opt > Wyes, weil nach der Annahme g; < b fiir alle j der
wertvollste Gegenstand eine untere Schranke fiir den optimalen Rucksackwert
darstellt.

Es bleibt noch zu zeigen, dass aus dieser Herleitung opt* > opt(1 —¢) folgt. Dazu
machen wir eine Fallunterscheidung. Falls £ = 1, so wurde das urspriingliche
Problem gar nicht skaliert, und es gilt sogar opt* = opt. Falls k = |ewy4./1], S0
folgt daraus sofort

was die Behauptung impliziert.

Die gewiinschte Approximationsgiite haben wir also erreicht; es bleibt noch zu
zeigen, dass der Algorithmus fiir festes ¢ auch wirklich polynomielle Laufzeit hat
(sonst wire er gar kein Approximationsalgorithmus in unserem Sinne).

Satz 4.1.8 ScaledKnapsack(e) hat Laufzeit

Beweis: Der dominierende Term in der Laufzeit ist der Aufruf von ExactKnap-
sack fiir das skalierte Problem; alle weiteren Anweisungen zusammen verursachen
nur Kosten O(n).

Die Laufzeit von ExactKnapsack ist dann

O (n opi(k)) = O(n* =32%),
denn opt(k) kann nicht grosser sein als die Summe aller skalierten Werte, insbe-
sondere nicht grosser als n-mal der maximale skalierte Wert.
Nun machen wir wieder die Fallunterscheidung nach dem Wert von k. Falls £ = 1,
so bedeutet das nach Konstruktion von k, dass

gwmaw

<2
n
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gilt. Das impliziert
Winaz < 2n

= Wmazs >
k g’

woraus der Satz in diesem Fall folgt. Falls k = |cwpqeq/n]) gilt, so kann man

daraus leicht . )
Wmaz n n
<—[(1+=) <=

E — ¢ ( * k:) T €

folgern, und die behauptete Laufzeit gilt auch in diesem Fall.

Es ist natiirlich nicht iiberraschend, dass die Laufzeit von ¢ abhingt und mit
e +— 0 beliebig gross wird. Wichtig ist, dass sich fiir festes € ein polynomieller
Algorithmus ergibt — in diesem Fall ein O(n?)-Algorithmus. Die Abhéingigkeit von
1/e ist polynomiell, sie kann aber in einem anderen Fall genausogut exponentiell
sein, etwa von der Grossenordnung O(n'/). Auch dann gilt noch, dass man fiir
festes € einen polynomiellen Algorithmus hat.

4.2 Approximationsschemata

Wenn sich ein Problem — so wie das Rucksackproblem hier — beliebig gut ap-
proximieren ldsst, so sagen wir, das Problem besitzt ein Approximationsschema.
Formal definieren wir dieses wie folgt.

Definition 4.2.1 Ein Approximationsschema fiir ein Optimierungsproblem ist
eine Menge

{Ale) |e>0}

von Approximationsalgorithmen fir das Problem, mit der Figenschaft, dass Al-
gorithmus A(e) Approzimationsgiite

1 —¢€ bei Marimierungsproblemen

bzw.
1+¢€ bei Minimierungsproblemen

hat.

Die polynomielle Laufzeit ist implizit dadurch gefordert, dass A(e) ein Approxi-
mationsalgorithmus ist. Wichtig ist, dass der Wert von ¢ global fiir das Optimie-
rungsproblem gewihlt werden muss. € darf nicht von der speziellen Instanz des
Problems abh#ngen, auf die der Algorithmus angewendet wird.

Bei NP-schweren Problemen sind Approximationsschemata das Beste, was man
sich erhoffen kann. Es gibt keine Liicke zwischen der optimalen und der besten in
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polynomieller Zeit erreichbaren Losung. Wir werden allerdings im weiteren Ver-
lauf der Vorlesung (Kapitel 8) sehen, dass es Probleme gibt, fiir die beweisbar
keine Approximationsschemata existieren, die man also nicht beliebig gut appro-
ximieren kann. In dieser Hinsicht gibt es auch unter den NP-schweren Problemen
‘leichte’ und ’schwierige’ Probleme. Das Rucksack-Problem ist dabei eines der
leichtesten NP-schweren Probleme iiberhaupt.

4.3 Approximationsschema fiir Job-Scheduling

Wir wollen das Konzept des Approximationsschemas an dem Job-Scheduling Pro-
blem (sieche Problem 1.1.1) noch einmal erliutern. Wir machen allerdings die
zusitzliche Voraussetzung, dass die Anzahl m der Maschinen konstant ist. Es
gibt auch ein Approximationsschema fiir den Fall variabler Maschinenanzahl,
dieses ist aber wesentlich komplizierter.

Fiir gegebenes ¢ > 0 erreicht der folgende Algorithmus SLS(k) fiir geeignetes k
eine Approximationsgiite von 1 + ¢.

Algorithmus 4.3.1

SLS(k):
sortiere Jobs Ji, ..., J, nach absteigenden Laufzeiten d;,...,d,
(* Jetzt gelte dy > dy > --- > d,, ¥)
Berechne einen optimalen Schedule fiir die ersten k£ Jobs
Verteile die weiteren Jobs mittels Algorithmus LS (siehe Seite 6)

Giite-Abschitzung fiir SLS(k). Sei Jy der Job, der als letzter fertig wird, C
der erzeugte Makespan. Wir unterscheiden wieder zwei Félle.

Fall 1. ¢ < k, d.h. Job J, ist unter den optimal verteilten Jobs. Dann gilt
C = opt(Jy,...,Jr) < opt, wobei opt(Jy,...,Jp) der Makespan ist, den die
ersten k Jobs induzieren. Da natiirlich auch C' > opt gilt, folgt in diesem Fall
C = opt.

Fall 2. Einerseits gilt nun nach Lemma 1.1.5 (3) und (4)

—1
Cgopt+m

dy. (4.1)

Andererseits haben wir (Teil (3) von Lemma 1.1.5)

k k
1 1 1 k
Op_mi _mi:1 _mi:1l ml ( )
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was sofort aus der Sortierung der Jobs nach absteigenden Laufzeiten folgt. (4.2)
impliziert also
@fé%mﬁ. (4.3)

Fiigen wir (4.1) und (4.3) zusammen, so erhalten wir

m—1 m—1
C <opt+ i opt = 1+T opt.

Um diese Schranke auf (1 4 ¢)opt zu driicken, setzen wir

k:[m_lszmw

€

(Falls k > n, so gibt es nur O(m) Jobs; in diesem Fall berechnen wir einfach den
optimalen Schedule fiir alle Jobs.)

Es bleibt noch zu diskutieren, wie fiir £ = O(m) Jobs der optimale Schedule be-
rechnet werden kann. Offenbar kann jeder Job unabhingig voneinander einer der
Maschinen zugeordnet werden, und durch Ausprobieren aller dieser Zuordnungen
kann die beste gefunden werden. Es gibt

solche Zuordnungen, und da m konstant war, ist dies eine konstante Anzahl.
Insbesondere ist die Laufzeit von SLS(k) damit polynomiell, und wir erhalten
folgenden Satz, der das Ergebnis zusammenfasst.

Satz 4.3.2 Job-Scheduling mit konstanter Maschinenanzahl besitzt ein Approzi-
mationsschema.

Es sollte allerdings klar sein, dass dieses Approximationsschema fiir grosseres m
keinen praktikablen Algorithmus darstellt. Wenn etwa m = 5 und ¢ = 0.1, so
miissen nach diesem Algorithmus etwa

550

Schedules durchprobiert werden, womit man in der Praxis niemals fertig wird.
Hier lohnt es sich dann, iiber die Laufzeiten ezakter Scheduling-Algorithmen
nachzudenken. Die NP-Schwere eines Problems impliziert noch lange nicht, dass
der beste Losungsalgorithmus im vollstdndigen Durchsuchen der Menge aller
zuldssigen Losungen besteht.

Das Ergebnis hier ist von theoretischer Natur, indem es die Existenz eines Ap-
proximationsschemas zeigt. In der Praxis muss ein solches allerdings wesentlich
anders aussehen.
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4.4 Uebungen

Uebung 4.1 Wie kann man den Algorithmus ExactKnapsack so anpassen, dass
er in Zeit O(nopt) auch die Menge der Gegenstéinde bestimmt, die den optimalen
Wert definieren?

Uebung 4.2 Zeige, dass es fiir das Rucksackproblem keinen Approximations-
algorithmus mit konstantem additiven Fehler geben kann. D.h. es gibt keinen
Algorithmus A, so dass bei jeder Instanz I gilt |A(]) — opt(])| < k, fiir ein festes
k> 0.

Uebung 4.3 Gegeben sei ein Optimierungsproblem, bei dem fiir alle Instanzen
I alle zul&ssigen Losungen nur ganzzahlige Werte annehmen. Ausserdem sei das
Optimum jeder Instanz eine Zahl zwischen 1 und einer Konstanten B. Zeige, dass

es dann kein Approximationsschema fiir das Problem geben kann, vorausgesetzt,
das Problem ist NP-schwer und P#NP.
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Kapitel 5

Max-SAT und Randomisierung

Wir werden im folgenden randomisierte Algorithmen kennenlernen, das sind Al-
gorithmen, die einen Zufallsgenerator verwenden. Es stellt sich heraus, dass solche
Algorithmen oft sehr einfach sind, aber verbliiffend gute Ergebnisse liefern.

Das erstes Problem, fiir das wir einen randomisierten Approximationsalgorithmus
betrachten mochten, ist

Problem 5.0.1 (MAX-> k-SAT) Fine Instanz dieses Problems ist durch eine
Menge x4, ...,x, von Booleschen Variablen sowie durch eine Menge C4,...,C,,
von Klauseln tiber diesen Variablen gegeben. Jede Klausel ist dabei eine Disjunk-
tion

Ci :ﬁmv"'\/ﬁi,k“k’i > k
von mindestens k Literalen ¢;;. Gesucht ist eine Belegung der Variablen, die
moglichst viele der Klauseln erfillt.

Wir nehmen in diesem Kapitel an, dass keine Klausel zwei Literale enthélt, die
von der gleichen Variablen kommen.

Beispiel 5.0.2 Das Problem tiber drei Variablen x1, o, x3 mit Klauseln
Cl :.’L’l\/_'.’L‘Q\/.’L‘g, CQ :.Z‘lv_l.’L‘g, 03 :.Z‘QV_'.Z‘g

ist eine Instanz von Maz-> 2-SAT. Die Beleqgung r; = true,ry = true,x3 =
false ist eine optimale Belegung, weil sie alle drei Klauseln erfillt.

Das Problem Max-> k-SAT ist NP-schwer, wir interessieren uns also fiir eine gute
Approximation. Der folgende Algorithmus RandomSat liefert im Erwartungswert
eine solche.

Algorithmus 5.0.3

RandomSat:
FOR::=1TO n DO
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Wiihle ein Zufallsbit z € {0,1}
IF 2 = 0 THEN
belege Variable z; mit false
ELSE
belege Variable z; mit true
END
END
Gib die erhaltene Belegung aus.

Dieser Algorithmus sieht sich die Klauseln {iberhaupt nicht an; er wirft fiir jede
Variable eine Miinze und setzt sie damit auf einen zufilligen Wert. Trotzdem
liefert er ein gutes Ergebnis.

Satz 5.0.4 Die erwartete Anzahl erfillter Klauseln unter der Belegung, die von
RandomSat berechnet wird, betrigt mindestens

()

Der Satz besagt nicht, dass immer mindestens (1 — 1/2¥)m Klauseln erfiillt wer-
den; der Erwartungswert der Anzahl erfiillter Klauseln hat aber mindestens diese
Grosse.

Beweis: Wir definieren Zufallsvariablen X und X;,72 = 1,...,n. X bezeichnet
dabei die Gesamtanzahl erfiillter Klauseln bei einer Belegung von RandomSat.

Fiir X; setzen wir
1, falls Cj erfiillt wird

Xii= { 0, sonst

Es gilt offensichtlich
X=> X
i=1

Um den Satz zu beweisen, miissen wir nun zeigen, dass F(X), der Erwartungswert
von X, mindestens die behauptete Grosse hat. Dazu argumentieren wir wie folgt.

E(X) = E(ZXz) = ZE(Xz) = ZPYOb(Xi =1).

Die zweite Gleichheit ist einfach die Linearitit des Erwartungswertes, die dritte
Gleichheit nutzt aus, dass der Erwartungswert einer 0-1-Zufallsvariable gleich der
Wahrscheinlichkeit ist, dass die Zufallsvariable den Wert 1 annimmt. Was ist nun
diese Wahrscheinlichkeit fiir die Zufallsvariable X;? Klar ist, dass C; genau dann
nicht erfiillt wird, wenn alle Literale in C; den Wert false haben. Da dies fiir
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alle Literale unabhéngig voneinander mit Wahrscheinlichkeit 1/2 passiert und es
k; Literale in C; gibt, erhalten wir

1
= 2]4;1"

prob(X; = 0)

Fiir dieses Argument brauchen wir die zu Beginn gemachte Voraussetzung, dass
keine zwei Literale in C; von der gleichen Variablen kommen. Mit k; > £ folgt
nun

1 1
prob(X; =1)=1-— o >1-— 5
und der Satz folgt durch Aufsummieren dieser Wahrscheinlichkeiten.

Nachdem wir nun eine Vorstellung davon haben, was ein randomisierter Appro-
ximationsalgorithmus ist, wollen wir eine formale Definition aufstellen.

Definition 5.0.5 Ein randomisierter Approximationsalgorithmus fir ein Pro-
blem ist ein Approzimationsalgorithmus fir das Problem, der zusdtzlich Zufalls-
entscheidungen treffen darf. Das tibliche Modell ist, dass in polynomieller Zeit
eine Zufallszahl im Bereich {1,...,n} gezogen werden kann, wobei n eine natirli-
che Zahl ist, deren Codierungslinge polynomiell in der Grisse der Instanz sein
muss (sonst kann das Ergebnis der Zufallsauswahl ja gar nicht in polynomieller
Zeit verwertet werden).

Wir haben es zwar implizit mit der Definition gesagt, wollen aber nocheinmal
explizit darauf hinweisen, dass die Laufzeit des Algorithmus durch ein festes Po-
lynom in der Instanzgrosse beschrinkt sein muss — die Laufzeit muss also immer
polynomiell sein, unabhéngig von den Ausgéingen der Zufallsexperimente.

Nun kommen wir noch zur Definition der erwarteten Approximationsgiite, die
ganz dhnlich aussieht wie im deterministischen Fall.

Definition 5.0.6 Sei Il ein Optimierungsproblem mit Instanzenmenge Z. Die
erwartete Approximationsgiite eines randomisierten Approzimationsalgorithmus
A bei Eingabe von Instanz I € T ist definiert als

E(w(A(1)))
opt(I)

wobei w(A(I)) der Wert der von A berechneten Lisung ist. Sei 0 : T — R eine
Funktion. A hat erwartete Giite ¢, falls fiir alle Instanzen I gilt:

(SA(I) =

da(l) < o(I) (Minimierungsproblem)

bzw.
da(I) > 0(I) (Mazimierungsproblem,).
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Diese Definition funktioniert iibrigens auch fiir deterministische Algorithmen (die
wir als randomisierte Algorithmen ohne Zufallsauswahlen auffassen kénnen). In
diesem Fall gilt immer E(w(A(I))) = w(A(I)), und wir bekommen die uns schon
bekannte Definition des Approximationsfaktors.

Nach dieser Definition ist Algorithmus RandomSat offenbar ein randomisierter
Approximationsalgorithmus fiir das Max-> k-SAT Problem mit erwarteter Ap-
proximationsgiite (1 — 1/2%), denn fiir jede Instanz mit m Klauseln gilt

sz bl 0 (1Y,

opt(I) — m ok

Eine Frage, die sich bei der erwarteten Giite ergibt, ist, mit welcher Wahrschein-
lichkeit der Algorithmus diese Giite wirklich erreicht. Mit anderen Worten: was
sagt der Erwartungswert iiber das wirkliche Verhalten des Algorithmus aus? Wir
werden auf dieses Thema spéter noch ausfiihrlicher eingehen. Im Fall von Max-
> k-SAT sind wir allerdings in der gliicklichen Situation, dass es auch einen
deterministischen Approximationsalgorithmus fiir das Problem gibt, der Giite
(1 — 1/2%) hat, und der damit immer eine gute Losung garantiert. Dieser Al-
gorithmus beruht allerdings entscheidend auf dem Algorithmus RandomSat —
genauer gesagt entsteht er durch Derandomisierung desselben. Dies ist eine all-
gemeine Technik die oft anwendbar ist, um einem randomisierten Algorithmus
nachtréglich den Zufallsgenerator wieder ‘herauszuoperieren’. Hier ist die deran-
domisierte Version. Sie belegt wie zuvor die Variablen nacheinander mit Werten
b, ..., by, diesmal aber nicht zufillig, sondern nach einer festen Regel.

Algorithmus 5.0.7 Wie zuvor bezeichnet X die Zufallsvariable fir die Gesamt-
zahl erfillter Klauseln bei einer Belequng. Der Algorithmus berechnet bedingte
Erwartungswerte von X unter der Voraussetzung, dass gewisse Variablen schon
gewisse Werte haben. Die bedingte Erwartung von X unter Voraussetzung B wird
mit E(X|B) bezeichnet; wie bedingte Erwartungswerte definiert sind und wie man
sie in unserem Fall berechnen kann, ist Teil der Uebungen (Uebung 5.2).

DetSat:
FOR::=1T0On DO
berechne By = E(X|z; =b;,j =1...i— 1,2, = false)
berechne E), = E(X|z; =b;,j=1...i—1,2; = true)
IF F, > E, THEN

b; := false
ELSE

b; :== true
END

END
Gib die Belegung {z; = b;,i =1,...,n} aus.
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Satz 5.0.8 Algorithmus DetSat liefert eine Belegung, die mindestens E(X) Klau-
seln erfiillt, also mindestens (1 — 1/2%)m viele.

Beweis: Definiere .

Es gilt E° = F(X), und E™ ist genau die Anzahl der Klauseln, die durch die
von DetSat gefundene Belegung erfiillt werden. Wenn wir nun zeigen konnen,
dass £ > E'! fiir alle i = 1,...,n gilt, folgt der Satz. Hierzu verwenden wir
den Partitionssatz fiir bedingte Erwartungen (siche Uebung 5.1). Seien E; und
E; die bedingten Erwartungswerte, die der Algorithmus in Iteration ¢ berechnet.
Dann gilt

E"' = EX|zj=0bj,j=1,...,i—1)

1
= 5E(X|a:j:bj,j:1,...,i—1,xz~:false)+

1
5E(X|a:j:bj,jzl,...,i—l,xi:true)
1 1

“E,+-F
ot ok

m&X(EO,El)

A

Dieser Algorithmus ist also mindestens so gut wie der randomisierte Algorith-
mus, von dem er abgeleitet ist. Ist er vielleicht sogar besser? Dies kann nicht sein,
sofern P#NP ist, denn unter dieser Voraussetzung kann gezeigt werden, dass es
keinen Approximationsalgorithmus fiir Max-> k-SAT gibt, der einen Approxi-
mationsfaktor von

1
1—?"‘5

erreicht, fiir irgendein £ > 0. Wir haben hier also das Phénomen, das man mit
einem sehr einfachen Algorithmus bereits das bestmdgliche Resultat erhélt.

5.1 Uebungen

Uebung 5.1 Sind A, B zwei Ereignisse iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum, so
ist die bedingte Wahrscheinlichkeit prob(A|B) (Wahrscheinlichkeit, dass A ein-
tritt, unter der Voraussetzung, dass B eintritt) durch

prob(A N B)
b(A|B) i= ————
prob(A|B) orob(B)
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definiert. Der bedingte Erwartungswert E(X |B) einer Zufallsvariablen X bzgl. des
Ereignisses B ist dann iiber die Formel

E(X|B) = xprob({X =z}|B)

erkldrt. Beweise den folgenden Partitionssatz fiir eine Zufallsvariable X, ein Er-
eignis B und eine Partition By,..., B, von B.

E(X|B) = 3" E(X|B,) prob(B,|B).

1=1

Uebung 5.2 Gib einen polynomiellen Algorithmus an, der fiir gegebene Klauseln
Ci,...,C,, iber den Variablen xi,...,z, und boolesche Werte by,...,b;,i < n
den bedingten Erwartungswert

berechnet, wobei X die Zufallsvariable ist, die die Anzahl erfiillter Klauseln an-
gibt.

Uebung 5.3 Gib einen randomisierten Approximationsalgorithmus fiir das Max-
Cut Problem an, der einen erwarteten Approximationsfaktor von 1/2 erreicht.
Kann der Algorithmus derandomisiert werden? Wenn ja, formuliere den resultie-
renden deterministischen Algorithmus ohne Bezugnahme auf Wahrscheinlichkei-
ten und Erwartungswerte.
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Kapitel 6

LP-Relaxierungen

In diesem Kapitel werden wir eine allgemeine und héufig sehr erfolgreiche Technik
fiir Approximationsalgorithmen kennenlernen, die sogenannten LP-Relazierungen.
Oft wird diese Technik mit einer anderen Technik, dem randomisierten Runden,
verkniipft, um randomisierte Approximationsalgorithmen zu erhalten. Wir wollen
diese Techniken am Beispiel des Problems Max-SAT einfiihren.

6.1 Max-SAT und LP-Relaxierungen

Das Problem Max-SAT ist einfach das schon definierte Problem Max-> 1-SAT,
d.h. wir haben eine Boolesche Formel in konjunktiver Normalform und sollen eine
Belegung der Variablen finden, die moglichst viele Klauseln erfiillt. Die Algorith-
men RandomSAT und DetSAT sind fiir diesen Spezialfall Approximationsalgo-
rithmen mit Giite 1/2. Wir werden einen Algorithmus beschreiben, der Giite 3/4
erreicht.

Gegeben ist eine Boolesche Formel ¢ iiber den Variablen zy,...,x, und mit
Klauseln C, ..., C,. Fiir jede Klausel C; definieren wir

V;":= Menge der unnegierten Variablen in C;
V7 := Menge der negierten Variablen in Cj

Als ersten Schritt zur Entwicklung eines Approximationsalgorithmus dient uns
hier eine Umformulierung des Problems als Mathematisches Programm. Wir fithren
dazu fiir jede Boolesche Variable x; eine Variable y; ein. Die Bedeutung der y; ist
wie folgt.

| 1, falls z; = true
Yi = { 0, falls z; = false

Analog haben wir fiir jede Klausel C; eine Variable z;. Hier soll z; = 1 bedeuten,
dass die Klausel Cj erfiillt ist. Entsprechend bedeutet z; = 0, dass C; nicht
erfiillt ist. Wir kénnen dann Max-SAT als das folgende Optimierungsproblem
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beschreiben.

(Max-SAT)
maximiere Z 2
j=1
unter
i:xie\/;' (RIS
vi, 2; € {0, 1}, i=1,...,n,5=1,...,m.

Jede Belegung der Variablen y; mit Werten aus {0, 1} definiert in natiirlicher
Weise eine Belegung der Booleschen Variablen z; mit true oder false. Die erste
Nebenbedingung besagt, dass in jeder Klausel C}, die zu der zu maximierenden
Funktion den Wert 1 beitrdgt, mindestens ein Literal erfiillt sein muss, d.h. die
Klausel erfiillt sein muss. Damit entspricht die Summe Z;"Zl z; der Anzahl der
Klauseln, die erfiillt werden. Somit ist klar, dass es sich hier um eine dquivalent
Formulierung des Max-SAT Problems handelt.

In dieser Formulierung haben wir ganzzahlige Variablen, eine lineare Zielfunktion
in den Variablen und lineare Nebenbedingungen. Ein mathematisches Programm
mit diesen Eigenschaften heisst ganzzahliges lineares Programm (ILP). Offenbar
sind ILPs im allgemeinen NP-schwer, denn wir haben das Max-SAT Problem auf
eine Instanz von ILP reduziert. Die Umformulierung als ILP bringt zunéchst noch
nichts. Wir betrachten nun aber die sogenannte LP-Relaxierung des Problems.

(Relaxiertes Max-SAT)
maximiere Z Zj
7j=1

unter
i:xie\/j+ i€V,
vi, 2; € [0,1], i=1,...,n,
j=1,...,m.

Hier verlangen wir nicht mehr Ganzzahligkeit der Variablen, sondern lassen zu,
dass diese auch Werte zwischen 0 und 1 annehmen konnen. Wir haben also
nur noch eine lineare Zielfunktion und lineare Nebenbedingungen (die Forde-
rung z; € [0,1] kann ja als lineare Ungleichung 0 < x; < 1 geschrieben werden).
Ein Problem dieses Typs bezeichnen wir als lineares Programm (LP). Der ent-
scheidene Unterschied zwischen ILP und LP besteht nun darin, dass letztere sich
in polynomieller Zeit 16sen lassen.

Satz 6.1.1 (Khachyian 1980) LP ist in P, d.h. es existiert ein polynomieller
Algorithmus fiir jedes lineare Programm. Die Ausgabe des Algorithmus sind op-
timale Werte fir die Variablen des Programms.
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Dies bedeutet im Hinblick auf Approximationsalgorithmen, dass lineare Program-
me dort als Bausteine verwendet werden kénnen. Fiir Max-SAT wird die Idee
sein, die Relaxierung zu l6sen und dann die erhaltenen (nicht notwendigerweise)
ganzzahligen Werte fiir die y; geschickt zu runden, so dass man eine zuléssige
Losung fiir das Problem bekommt, die nicht zu weit vom Optimum entfernt ist.
Dass sich das ILP und das relaxierte LP dabei sehr dhnlich sind, ist natiirlich die
Grundlage fiir eine gute Approximation.

Bevor wir den Approximationsalgorithmus fiir Max-SAT beschreiben, soll noch
kurz eine Motivation gegeben werden, warum LP leichter ist als ILP. Wir werden
dann im weiteren die polynomielle Losbarkeit von LP als ‘black box’ verwenden.
Betrachte das Problem SUBSET SuM. Dabei ist eine Menge ¢y, . . ., ¢, von natiirli-
chen Zahlen und ein Zielwert £ < Q := >_" | ¢; gegeben, und die Frage ist, ob
es eine Teilmenge der Zahlen gibt, deren Summe genau £ ist. Dieses Problem
ist NP-vollstéindig und kann als ILP wie folgt geschrieben werden (wir brauchen
dabei nicht einmal eine Zielfunktion).

(Subset-Sum) Finde xy,...,z,

mit
n
Z%l"i =k,
i=1
l‘iE{O,l}, 1=1,...,n.

Wihrend dieses Problem also NP-vollstindig ist, ist die relaxierte Version

(Relaxiertes Subset Sum) Finde zy,...,x,
mit
n
Z qix; =k,
i=1
l‘iE[O,l], 1=1,...,n

trivial zu 16sen: man setze einfach x; = £/Q fiir alle i.

Dieses Beispiel ist natiirlich kein formales Argument dafiir, dass LPs im allgemei-
nen leicht zu l6sen sind (die bekannten polynomiellen Algorithmen sind {ibrigens
auch relativ kompliziert); es soll einfach nur eine gewisse Intuition fiir das Verhélt-
nis zwischen ILP und LP geben.

Nach diesem kleinen Exkurs nun zuriick zu unserem Problem Max-SAT. Wir wer-
den nun einen Algorithmus zur Losung des Problems Max-SAT beschreiben, der
zunichst das Relaxierte Max-SAT optimal 16st, und dann die so erhaltene Losung
fiir Relaxiertes Max-SAT in eine zuldssige Losung von Max-SAT zu transformie-
ren versucht. Der Approximationsalgorithmus fiir Max-SAT sieht dann folgen-
dermassen aus.

Algorithmus 6.1.2
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RR Max-SAT (Randomized Rounding Maz-SAT):
Finde eine optimale Losung (91, ..., 0n), (21, -, 2n)
des Relaxierten Max-SAT.

FOR ¢ :=1 TO n DO
Wiihle z € {0, 1} zufillig, so dass
. { 1, mit Wahrscheinlichkeit ¢;
0, mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢,

IF z =1 THEN
z; .= false
ELSE
x; = true
END

END
Gib die erhaltene Belegung aus.

Der Algorithmus interpretiert die Losung ¢; des Relaxierten Max-SAT als Wahr-
scheinlichkeiten, und rundet dann die einzelnen Variablen y; geméss diesen Wahr-
scheinlichkeiten zu 0 und 1, bzw. der Algorithmus “rundet” die Variablen x; zu
true und false. Diese Technik aus einer zuldssigen Losung eines linearen Pro-
gramms eine zuldssigen Losung des ganzzahligen linearen Programms zu erhalten,
nennt man randomisiertes Runden.

Dieser Algorithmus hat sicherlich polynomielle Laufzeit. Fiir die Giite des Algo-
rithmus erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 6.1.3 RR Maz-SAT hat erwartete Approzimationsgite 1 — 1/e.

Da 1 —1/e > 1/2 ist dieses schon eine Verbesserung gegeniiber den Algorithmen
RandomSAT und DetSAT, jedoch noch nicht der angekiindigte Algorithmus mit
Giite 3/4.

Beweis von Satz 6.1.3: Sei die Boolesche Formel ¢ eine Instanz von Max-
SAT. Dann ist die maximale Anzahl gleichzeitig erfiillbarer Klauseln opt(y) in
¢ beschrankt durch Z;nzl Zj, denn das Optimum von Relaxiertem Max-SAT ist
sicher so gross wie das Optimum von Max-SAT. Fiir j = 1,...,m, sei X; = 1,
falls die von RR Max-SAT gefundene Belegung die Klausel C} erfiillt. Sonst sei
X; = 0. Dann gilt

prob(X; =0) = H (1 — ) H (L= (1 —5)).

i:xie\/j+ imi€V;

Nach Definition von Relaxiertem Max-SAT gilt

Wir wenden nun folgendes Lemma an, dass wir im Anschluss an diesen Beweis
herleiten werden.
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Lemma 6.1.4 Seien y;,i = 1,...,k, positive reelle Zahlen mit Zle i > .

Dann gilt: B
k

[T —w) <1 —y/k)

=1

Wir erhalten
prob(X; = 0) < (1 — 2;/k;)",

wobei k; die Anzahl der Literale in C; ist. Eine Uebungsaufgabe (Uebung 6.1)
ist es, das folgende Lemma zu zeigen.

Lemma 6.1.5 Flir alle k € N und alle 0 <z <1 gilt
T\ 1\*
1—(1——) >11-(1-2) |a

Anwendung des Lemmas liefert nun
prob(X; =1) > 1~ (1= £/k)% > (1 = (1 = 1/k))")Z; > (1 = 1/e)3;

Damit ist die erwartete Anzahl der Klauseln, die durch die Belegung von RR
Max-SAT erfiillt werden, nach unten durch

(1—1/e) Z > (1 —1/e)opt(yp).

beschrinkt.

Nun der noch fehlende Beweis von Lemma, 6.1.4.
Beweis von Lemma 6.1.4: Die Ungleichung vom arithmetischen und geome-
trischen Mittel besagt, dass fiir positive reelle Zahlen a;,2 =1,...,k,

] k k 1/k
i=1 i=1
Angewandt mit a; = (1 — y;) zeigt diese Ungleichung das Lemma.

Wir wollen nun den versprochenen 3/4-Approximationsalgorithmus herleiten.

Satz 6.1.6 Wendet man RandomSAT und RR Max-SAT beide auf eine Boole-
sche Formel ¢ an und nimmt dann von den beiden zuldssigen Losungen diejenige,
die mehr Klauseln erfillt, so liefert dieses einen Approximationsalgorithmus mit

Giite 3/4.
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Beweis: Der kombinierte Algorithmus hat immer noch polynomielle Laufzeit.
Um die Giite abzuschéitzen verwenden wir folgendes Lemma, das wir im Anschluss
an diesen Beweis herleiten werden.

Lemma 6.1.7 Fir alle k € N gilt

1 \N* 3
1——)+1-(1=-2) >2
(1-5) 1= (1) 23

Zum Beweis des Satzes sei n; die erwartete Anzahl von Klauseln, die von der
durch RandomSAT gefundenen Belegung erfiillt werden. Fiir RR Max-SAT sei
dieser Erwartungswert mit ny bezeichnet. Wir miissen max{n,na} > 3/2o0pt(p)
zeigen.

Mit k; bezeichnen wir die Anzahl der Literale in der Klausel C; von ¢. Aus dem
Beweis von Satz 6.1.3 folgt

m
no >y (L= (1= 1/k)")z,
7=1
wobei Z; wie im Beweis von Satz 6.1.3 definiert ist. Fiir n; hatten wir bei der

Analyse von RandomSAT gezeigt

m

np=Y (1-1/2%),
7j=1

np >y (1—1/2%)2
j=1

Jetzt erhalten wir

S ny + N9 S i 1 ki 1 .
max{nl,ng} = 5 _z; 1-— 1_/{;_] + I_QTJ Zj-

Mit Lemma 6.1.7 und Y77, 2; > opt(e) gilt dann

3%~ _ 3
max{n,ny} > 1 sz > —opt(yp).

J=1

B

Jetzt noch der
Beweis von Lemma 6.1.7: Die Aussage des Lemmas ist dquivalent zu



Man priift nun leicht nach, dass

E\ 1 k 1
— > .
i)kt~ \i+1) k!
fiir alle ¢. Daher gilt

vt =3 (- (i ()

denn nach der obigen Ungleichung konnen die weggelassenen Terme zu Paaren
zusammengefasst werden, so dass die Summe der beiden Terme eines Paares
negativ ist. Ist k£ ungerade, so gibt es fiir den letzten Term keinen Partner. Aber
der letzte Term ist dann negativ. Den Beweis abschliessen konnen wir durch

. k1+k1_1 1
1)k 2/ k2 2 2k

6.2 Set Cover und LP-Relaxierungen

Als néchste Anwendung von LP-Relaxierungen und randomisiertem Runden wol-
len wir uns das Problem Set Cover anschauen.

Problem 6.2.1 (SET-COVER) FEine Instanz von Set Cover besteht aus einer
Grundmenge V. = {vy,...,v,} sowie einer Menge Si,...,S, von Teilmengen
von V. Gesucht ist dann die kleinste Teilmenge H C'V mut der Eigenschaft

HﬂSi%Qi:l,...,m.

Eine Menge H mit dieser Eigenschaft wird auch als hitting set bezeichnet, weil
sie alle Teilmengen S; ‘trifft’. Das Set Cover Problem ist damit offenbar eine
Verallgemeinerung des Vertex Cover Problems, bei dem wir |S;| = 2 fiir alle ¢
haben. Daraus folgt dann auch, dass Set Cover NP-schwer ist.

Um wie bei Max-SAT das Problem Set Cover als mathematisches Programm zu
formulieren, fiihren wir Variablen xy, ..., z, ein, mit folgender Bedeutung:

o 1, fallsv; € Hop
10, fallsv € Hype
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Dabei bezeichnet H,, eine feste optimale Losungsmenge fiir das Set Cover Pro-
blem. Wir kénnen nun Set Cover als folgendes Optimierungsproblem beschreiben.

n
(Set Cover) minimiere E x;
i=1
unter

>1, j=1,....m
)

Lv; €S

z; €{0,1}, i=1,...,n.
Die relaxierte Version sieht folgendermassen aus.

n
(Relaxiertes Set Cover) minimiere sz

i=1

unter
Y ow>1 j=1,....m
;€S
z; € [0,1], i=1,...,n.

Dieses fiihrt zu dem folgenden Approximationsalgorithmus fiir Set Cover.

Algorithmus 6.2.2
RRSC (Randomized Rounding Set Cover):
H:=10
Finde eine optimale Losung (Z1,...,%,) des Relaxierten
Set Cover.
FOR i := 1 TO [log(2m)] DO
FOR 7 :=1TO n DO
Wiihle z € {0,1} zufillig, so dass
L { 1, mit Wahrscheinlichkeit z;
0, mit Wahrscheinlichkeit 1 — z;

IF z =1 THEN
H:=HU{v;}
END
END
END
Gib H aus.

Der Algorithmus RRSC hat polynomielle Laufzeit. Ausserdem gilt der folgende
Satz.

Satz 6.2.3 Bei jeder Instanz I von Set Cover gilt

(1) RRSC findet mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 eine zuldssige Lisung.
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(2) Ist opt(I) die Grisse einer optimalen Lisung, so ist

E(IRRSC(I)|) < [log(2m)]opt(I).

Da RRSC gelegentlich keine zuléssige Losung findet, ist dieser Algorithmus also
nach unserem bisherigen Verstédndnis kein Approximationsalgorithmus. Wir wer-
den jedoch in Kiirze unsere Definition eines Approximationsalgorithmus &ndern,
um auch Algorithmen wie RRSC zuzulassen. Man beachte, dass wir immer in
polynomieller Zeit iiberpriifen kénnen, ob RRSC eine zuléssige Losung gefunden
hat, denn die Entscheidungsvariante von Set Cover liegt in NP. Dieses bedeutet
ja gerade, dass iiberpriift werden kann, ob eine zuléssige Losung vorliegt. Doch
nun der

Beweis von Satz 6.2.3: Sei [ eine Instanz von Set Cover. Wir betrachten RRSC
bei Eingabe I. Es gilt

opt(/) > Z z;,
j=1

denn das Optimum der Relaxierung von Set Cover ist sicherlich kleiner als das
des urspriinglichen Problems. Weiter sei H; die Menge der Knoten, die RRSC
im i-ten Durchlauf der dusseren Schleife der Menge H hinzufiigt. Hierbei zihlen
wir auch die v;, die zu Beginn des i-ten Schleifendurchlaufs schon in H sind, die
RRSC aber auch im i¢-ten Durchlauf noch einmal zu H hinzuzufiigen versucht.

E(|Hy|) = ij < opt(I).

Hieraus folgt

[log(2m)]
E(RRSC)) = B(H) < Y. B(H]) < Nlog@m)]opt(1).

1=1

Damit ist Teil (2) des Satzes bereits bewiesen.
Um Teil (1) zu beweisen, setze |S;| = k;,j =1,...,m. Nun gilt

prob(S; N H; =0) = H (1—a).

l:'UlESj

Mit Lemma 6.1.4 und der Ungleichung Zl:vlesj Z; > 1, die aus der Definition des
Relaxierten Set Cover folgt, erhalten wir

prob(S; N H; = 0) < (1 —1/k;)" < 1/e.
Dann gilt

prob(S; N H = ()) = prob(S; N H; = () fiir alle 1) < (1/e)s™1 < 1/(2m).
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Somit erhalten wir schliesslich
b(Es existiert cin S; mit S; N H = ) < - — *
rob(Es existiert ein S; mit S; = — =
P g b =g =9m 2
Dann aber ist die Wahrscheinlichkeit, dass S; N H # 0 fiir alle j = 1,...,m,
mindestens 1/2. Dieses zeigt Teil (1) des Satzes.

Wir wollen nun die Definition von Approximationsalgorithmen so verallgemei-
nern, dass sie auch den gerade behandelten Algorithmus RRSC miteinschliesst.
Im Anschluss daran werden wir ein weiteres Beispiele fiir LP-Relaxierungen ken-
nenlernen.

6.3 Eine verallgemeinerte Definition von Appro-
ximationsalgorithmen

Der ‘Approximationsalgorithmus’ fiir Set Cover, den wir kennegelernt haben, ist
strenggenommen kein Approximationsalgorithmus im Sinne unserer bisherigen
Definitionen. Der Algorithmus berechnete ja nur mit einer gewissen Wahrschein-
lichkeit eine zuléssige Losung. Wir wollen bei einem Approximationsalgorithmus
in Zukunft genau solch ein Verhalten zulassen. Der folgende Satz zeigt, dass die-
se Erweiterung Sinn macht, sofern die ‘Erfolgswahrscheinlichkeit’ fiir das Finden
einer zuldssigen Losung nicht zu klein ist.

Satz 6.3.1 Sei p ein festes Polynom und A ein polynomieller Algorithmus, der
fiir jede Instanz eines Optimierungsproblems mit Wahrscheinlichkeit mindestens
1/p(|I]) eine zulissige Losung liefert. Dann gibt es fir jedes ¢ > 0 einen po-
lynomiellen Algorithmus A., der mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1 — ¢ eine
zuldssige Losung liefert.

Dies bedeutet, dass die Erfolgswahrscheinlichkeit beliebig nahe an 1 gebracht
werden kann — in diesem Fall ist der Algorithmus sicher geeignet, um fast immer
eine Approximation zu berechnen.
Beweis: Die Idee zur Konstruktion von A, ist einfach: A wird einfach immer
wieder aufgerufen, solange bis eine zulissige Losung gefunden wurde (fiir Proble-
me in NP kann man das immer priifen) oder eine Maximalzahl von Iterationen
erreicht ist. Wahlt man diese Maximalzahl geeignet, ergibt sich die gewiinschte
Erfolgswahrscheinlichkeit. Hier ist der Algorithmus A..
Algorithmus A, (I):
FOR i := 1 TO [p(||)In(1/£)] DO
berechne eine Losung S mittels A([)
IF S ist zuléssig THEN
gib S aus und brich den Algorithmus ab
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END
END

Die Wahrscheinlichkeit, dass A, versagt, also in keiner der &k := [p(|I])In(1/¢)]
Iterationen eine zuldssige Losung findet, ist hichstens

1 \*
(*~5m)
p(|11)
denn 1 — 1/p(|I]) ist ja eine obere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit des Ver-

sagens in einer festen Iteration. Mit der Ungleichung 1 4+ x < exp(x) gilt nun
weiter

1 k
(1—m) < exp(—k/p(1]))

Il
@
i
e}

VAN
@
i
e}
A/T\/_\ —~
i
j—
~
~
—_
=
—~
—_
~
m
~
~
]
j—
~
~
~

= exp(—In(1/e))
= exp(lne) =e.

Die Erfolgswahrscheinlichkeit ist also mindestens 1 — ¢, was zu zeigen war.

Offenbar hat A. auch polynomielle Laufzeit. Hier geht ein, dass die Erfolgswahr-
scheinlichkeit von A nicht beliebig klein sein darf. Wére sie etwa von der Ordnung
1/ exp(|/]), so konnte man auf die hier gezeigte Weise keinen polynomiellen Ap-
proximationsalgorithmus mit hoher Erfolgswahrscheinlichkeit konstruieren.

Der Satz fiihrt uns nun zu einer erweiterten Definition des Begriffs des Approxi-
mationsalgorithmus, bei dem wir gewisse Fehler erlauben.

Definition 6.3.2 FEin probabilistischer Approximationsalgorithmus fiir ein Op-
timierungsproblem ist ein polynomieller Algorithmus, der mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1/2 eine zuldssige Losung ausgibt.

Die Konstante 1/2 ist natiirlich willkiirlich gewé#hlt, ist nach Satz 6.3.1 aber
ebenso gut wie 1 — ¢ oder 1/p(|I|).

Eine weitere Frage, die wir uns schon im Zusammenhang mit randomisierten Ap-
proximationsalgorithmen gestellt haben, ist die folgende: Was sagt die erwartete
Giite eines Algorithmus iiber dessen ’typisches’ Verhalten aus? Es ist ja vorstell-
bar, dass ein Algorithmus zwar eine gewisse erwartete Giite besitzt, diese aber nur
mit sehr kleiner Wahrscheinlichkeit wirklich erreicht wird. Das typische Verhalten
kénnte dann in der Berechnung einer sehr viel schlechteren Approximation be-
stehen. Mit einem &hnlichen Trick wie oben kénnen wir aber argumentieren, dass
uns die erwartete Giite doch einen verniinftigen Anhaltspunkt bietet, zumindest
im Fall von Minimierungsproblemen.
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Satz 6.3.3 Sei A ein randomisierter Approzimationsalgorithmus fir ein Mini-
mierungsproblem mit erwarteter Gite §. Dann gibt es fir jedes € > 0 und jedes
p < 1 einen Approximationsalgorithmus A.,, der fir jede Instanz mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens p eine Lésung mit Wert hiochstens (1 4 £)8(1)opt(1)
liefert.

Das bedeutet, wir konnen aus A einen Algorithmus konstruieren, der fast immer
eine Losung liefert, die fast so gut ist wie man es erwartet.

Beweis: Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass A immer eine zuldssige Losung
liefert (dies ist aber keine Beschriankung der Allgemeinheit, wie man sich iiberle-
gen kann). Sei X die Zufallsvariable fiir den Wert der von A berechneten Losung
bei fester Instanz /. Nach der Markov-Ungleichung gilt

1
1+¢

prob(X > (1+2)E(X)) <

Wiéhle nun k = k(e, p) so, dass

1 k
<1-—np.
(1+5> - b

(Den minimalen Wert fiir £ kann man sich anhand des Beweises von Satz 6.3.1
oben iiberlegen.) Dann sieht der Algorithmus A, , wie folgt aus.
Algorithmus A, ,(I):
FOR ::= 1 TO k£ DO
w; == w(A([))
END
Gib w := mink_ w; aus

Wir wissen, dass

prob(w; > (1+2)E(X)) < 1%5

gilt, fiir ¢ = 1,..., k. Ferner gilt w > (1+¢)E(X) genau dann, wenn dies fiir alle
w; gilt. Daraus folgt mit der Konstruktion von k, dass

prob(w > (1 +¢)E(X)) <1-p

gilt, also
prob(w < (1 +¢)E(X)) > p.

Mit Wahrscheinlichkeit mindestens p gilt also
w=w(A.p(I) <(1+e)E(w(A())) < (1+¢e)d(I)opt(]).

Die Laufzeit von A, , ist natiirlich immer noch polynomiell, weil k£ eine Konstante
ist, die nur von £ und p abhéngt.
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Fiir Maximierungsprobleme gilt ein dhnlicher Satz, allerdings nur unter Zusatz-
voraussetzungen iiber ¢ (siehe Ubungen). Das Problem ist, dass wir in diesem
Fall keine Markov-Ungleichung haben: fiir eine allgemeine nichtnegative Zufalls-
variable X gibt es keine Schranke fiir

prob(X < (1 —¢)E(X)),

die nur von € abhéngt.

6.4 Ein LP-gestiitzter Approximationsalgorith-
mus fiir Job-Scheduling

Wir schliessen die Behandlung der LP-Relaxierungen zunichst ab, indem wir
diese Technik verwenden, um einen Approximationsalgorithmus fiir das schon in
der Einleitung behandelte Job-Scheduling Problem zu entwickeln. Dieser wird sich
ganz im ‘traditionellen’ Rahmen bewegen: er verwendet keinen Zufallsgenerator
(funktioniert also nicht mit randomisiertem Runden wie die anderen zwei LP-
basierten Algorithmen, die wir kennengelernt haben).

Erinnern wir uns (siehe Problem 1.1.1): Beim Scheduling geht es darum, n Jobs
mit Dauern d;,2 = 1,...,n auf m identische Maschinen so zu verteilen, dass der
Makespan — der Zeitpunkt, zu dem der letzte Job fertig wird — minimiert wird.
Wir geben zunéchst eine ILP-Formulierung dieses Problems an. Dazu betrachten
wir Variablen z;; € {0, 1} mit der Bedeutung, dass z;; = 1 genau dann gilt, wenn
Job ¢ auf Maschine j lauft. Da die Reihenfolge, in der die Jobs auf einer einzelnen
Maschine abgearbeitet werden, keine Rolle spielt, gibt uns das eine ganze Familie
von Schedules mit dem gleichen Makespan. Hier ist nun die ILP Formulierung. ¢
bezeichnet den Makespan.

(Scheduling) minimiere ¢

m
unter g ;=1 1=1,...,n
=1

n
Zdixijgt, jzl,...,m

i=1

.’L'Z'jE{O,l}, 1=1,...,n;7=1,...,m.

Die ersten n Gleichungen kodieren die Bedingung, dass jeder Job auf genau einer
Maschine lauft, die folgenden m Ungleichungen garantieren, dass jede Maschi-
ne zum Zeitpunkt ¢ fertig ist. Dann ist klar, dass ein minimales ¢ unter diesen
Bedingungen dem optimalen Makespan entspricht.

Nun betrachten wir wie iiblich die LP-Relaxierung dieses ILP:
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(Relaxiertes Scheduling) minimiere ¢

m
unter E =1, 1=1,...,n
j=1

n
Zdl'r” St, jzl,...,m
=1

.l‘ijZO, izl,...,n;

Wegen der ersten n Gleichungen sind die Bedingungen z;; < 1 redundant.

Nun I6sen wir die Relaxierung, allerdings sind wir an einer speziellen optimalen
Losung interessiert, deren Existenz von folgendem Lemma garantiert wird. (Es
gibt auch polynomielle Algorithmen zur Losung von LP, die solche speziellen
Losungen (Basislésungen) berechnen).

Lemma 6.4.1 Es gibt eine optimale Losung {Z;j,i=1,...,n;5=1,...,m} fir
das Problem (Relaziertes Scheduling), mit der Eigenschaft, dass héchstens n+m
Werte ;5 von Null verschieden sind.

Der Beweis benotigt etwas lineare Algebra und ist eine Uebungsaufgabe (Ue-
bung 6.4). Sei {Z;;,7 = 1,...,n;j = 1,...,m} nun eine Losung mit hochstens
n~+m Nichtnullen. Wegen der ersten n Gleichungen muss es fiir jedes i =1,...,n
auf jeden Fall ein j geben, so dass #;; > 0 gilt. Dann kann es aber fiir hchstens m
Werte von 7 noch ein zweites j' geben, so dass 2;;; > 0 gilt. Mit anderen Worten:
fiir mindestens n —m der moglichen Werte von i gilt #;; = 1 fiir genau ein j (und
i‘ij’ = 0 fiir jl 7£ ])

Das bedeutet, die relaxierte Losung gibt uns fiir n — m der Jobs schon eine ka-
nonische Zuordnung zu Maschinen vor. Die restlichen hochstens m Jobs verteilen
wir nun noch so, dass jede Maschine hochstens einen von ihnen bekommt. Formal
konnen wir den resultierenden Algorithmus LP Schedule wie folgt aufschreiben.

Algorithmus 6.4.2
LP Schedule:
k:=1
FOR ¢:=1TO n DO
IF Z;; = 1 fiir ein j THEN
ordne Job ¢ Maschine j zu
ELSE
ordne Job ¢ Maschine & zu
k:=k+ 1 END
END
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Satz 6.4.3 LP Schedule hat Approzimationsgiite 2.

Beweis: Sei t* die optimale Losung des Relaxierten Scheduling. Dann gilt, dass
der von LPS erzeugte Schedule einen Makespan von hochstens ¢* + max] , d;
hat, denn wenn nur Jobs ¢, fiir die ein j mit &;; = 1 existiert, den Maschinen
zugeordnet werden, erhalten wir nach Konstruktion des LP einen Schedule mit
Makespan hochstens t*; durch die zusétzlichen hochstens m Jobs (maximal einer
pro Maschine) kann sich der Makespan nur um die Dauer des lingsten unter
diesen Jobs erhohen. Offenbar gilt

t* < opt,
wobei opt die optimale Losung von (Scheduling) ist, sowie
m%lx d; < opt.
1=

Daraus folgt sofort
t* + m%lx d; < 2opt,
1=

LP Schedule liefert also wie der Algorithmus LS aus der Einfiihrung (siehe Sei-
te 6) einen Schedule, der hochstens zweimal so lang ist wie der optimale.

6.5 Uebungen

Uebung 6.1 Zeige, dass fiir alle £ € N und alle 0 < z <1 gilt

1—(1—%)’} 1—(1—%)1133.

Uebung 6.2 Beim Problem NODE-COVER sind eine Menge V' = {vy,...,v,}
und eine Menge S = {Sy,...,S,,} von Teilmengen von V gegeben. Gesucht ist
eine minimale Teilmenge T" C S, so dass

U si=Ww

.S, €T

Zeige, wie Node Cover auf Set Cover reduziert werden kann, so dass die Grossen
der jeweiligen optimalen Mengen identisch sind.

Uebung 6.3 Betrachte folgenden Approximationsalgorithmus fiir Set Cover: Sei
f:=max{|S1|,...,|Sm|}. Zunichst bestimme eine optimale Losung py, . .., py, fiir
das Relaxierte Set Cover. Dann nimm in die Lésungsmenge H alle v; mit p; > 1/ f
auf.

Zeige, dass dieser Algorithmus Approximationsgiite f hat.

60



Uebung 6.4 Gegeben sei ein lineares Programm in n Variablen und m Unglei-
chungen

n
(LP) minimiere E Ci%;
i=1
unter

n
E aij:ri {

}bj, jzl,...,m
=1

l‘lZO, 221,,’n

IA

Beweise, dass es eine optimale Losung fiir das Problem gibt, bei der hochstens
m der Variablen von Null verschiedene Werte haben (falls es {iberhaupt eine
optimale Losung gibt).

Hinweis: Seien 71, ..., %, die Werte irgendeiner optimalen Lésung, wobei mehr
als m Werte von Null verschieden sind. Definiere b; = " | a;;Z; und betrachte
die affinen Unterrdume

Uy == {(x1,...,2,) | z; = 0 fiir alle ¢ mit &; = 0}

und

n
Up o= {(z1,....20) | 3 _agai =bj,j =1,...,m}.
=1

Zeige, dass sich U; und U; mindestens in einer Geraden schneiden und folgere
daraus die Existenz einer optimalen Losung mit weniger von Null verschiedenen
Werten als (Z1,...,2,).

Uebung 6.5 Das Problem TREE-MULTI-CUT ist wie folgt definiert. Gegeben
ist ein Baum 7" = (V, E) und eine Teilmenge {(s1,t1),..., (sk,,tx)} von T x T.
Gesucht ist eine moglichst kleine Teilmenge F' der Kanten E, so dass in 7' =
(V, E\F) fiir keines der Paare (s;,t;) der Knoten s; in derselben Zusammenhangs-
komponente liegt wie ¢;. Formuliere dieses Problem als ein ganzzahliges lineares
Programm. Die Anzahl der Variablen und die Anzahl der Nebenbedingungen des
Programms sollen polynomiell in |V sein.

Uebung 6.6 Beweise den folgenden Satz: gegeben sei ein randomisierter Appro-
ximationsalgorithmus A fiir ein Maximierungsproblem, mit konstanter erwarteter
Giite 6. Dann gibt es fiir jedes € > 0 und jedes p < 1 einen randomisierten Ap-
proximationsalgorithmus A, , fiir das Problem, der fiir jede Instanz I mit Wahr-
scheinlichkeit mindestens p eine Losung mit Giite mindestens (1 —&)d berechnet.
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Kapitel 7

Semidefinites Programmieren
und Approximationsalgorithmen

In diesem Kapitel werden wir eine neue Technik fiir Approximationsalgorith-
men kennenlernen, das sogenannte semidefinite Programmieren. Relaxierungen,
die auf semidefinitem Programmieren basieren (SDP-Relaxierungen) sind eine
Verallgemeinerung von LP-Relaxierungen. Wir werden die Technik zunéchst am
Beispiel Max-Cut erldutern.

7.1 Semidefinites Programmieren und Max-Cut

Hier noch einmal zur Erinnerung die Definition von Max-Cut (siehe Problem 1.3.1).
Gegeben ist ein Graph G = (V, E), wobei wir annehmen dass V' = {1,...,n}.
Gesucht ist eine Teilmenge S C V, so dass die Anzahl der Kanten, die von einem
Element in S zu einem Element aus V\S fiihren, maximal ist. Wir haben fiir
dieses Problem schon einen Approximationsalgorithmus mit erwarteter Giite 1/2
kennengelernt. Dieser Algorithmus hat die Menge S zufillig konstruiert. Um eine
Verbesserung zu erreichen, werden wir Max-Cut als mathematisches Programm
formulieren.
Hierzu setzen wir a;; = 1, falls die Kante {i,j} € E und a;; = 0 sonst 4,j =
1...,n. Weiter fithren wir Variablen z;,© = 1,...,n, ein, die die Werte 1,—1
annehmen konnen. Die Bedeutung dieser Variablen ist wie folgt: x; = 1 genau
dann, wenn ¢ € S. Dann kénnen wir Max-Cut folgendermassen definieren.
1 -z,
Max-Cut) maximiere ;i
( ) Zq: i
unter
re{-1,1}, i=1,...,n.

Nun ist dieses Programm zwar dquivalent zum Max-Cut Problem, aber das Pro-
gramm ist kein ganzzahliges lineares Programm. Wir kénnen dieses Programm
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also nicht zu einem linearen Programm relaxieren.

Der erste Ansatz, dieses Problem zu umgehen, kénnte darin bestehen, die Varia-
blenprodukte z;x;,7 < j, durch neue Variablen y;; zu ersetzen. Dadurch wiirde
das obige Programm zu einem ganzzahligen linearen Programm, da die y;; eben-
falls Werte in {—1, 1} annehmen wiirden. Allerdings ist dann vollig unklar, wie
eine optimale Losung des relaxierten Programms eine zuléssige Losung von Max-
Cut liefern soll. Man beachte, dass das relaxierte Programm uns (g) viele Werte
y;; liefert, wihrend im Max-Cut nur n Werte fiir die z; benttigt werden. Insbeson-
dere ist nicht klar, warum eine optimale Losung ¢;; fiir das relaxierte Programm
die Form y;; = ;24,7 < j, haben sollte.

Daher werden wir nun fiir jeden Knoten 7 € V' einen Vektor v; bestehend aus n
Variablen einfiihren. Wir definieren weiter fiir zwei Vektoren u = (uy, ..., u,) und
v = (vi,...,v,) € R" ihr Produkt wv als Y | u;v;. Schliesslich sei S, := {u €
R"|uu = 1}. Wir erhalten dann mit den a;; von vorher das sogenannte Problem
Vektor-Max-Cut.

1 —wvv;
(Vektor-Max-Cut) maximiere Z aijTlJ
i<j
unter
UiESna ZZ].,,TL

Die Bedingung v; € S, hat also die Bedingung z; € {—1,1} ersetzt. Da S; =
{—=1,1} scheint dieses eine natiirliche Verallgemeinerung zu sein. Doch der eigent-
liche Grund fiir diese Setzung ist das folgende Lemma.

Lemma 7.1.1 Sei opt der Wert einer optimalen Lisung einer Instanz von Max-
Cut und opt* der Wert einer optimalen Ldésung der entsprechenden Instanz von
Vektor-Mazx-Cut. Dann gilt opt < opt*.

Beweis: Sei S C V eine Losung mit optimalem Wert opt. Setze 0; = (1,0,...,0)
falls i € S und 0; = (=1,0,...,0) falls i € S. Da v; € S, ist dies eine zuléssige
Losung von Vektor-Max-Cut mit Wert opt. Das Lemma folgt.

Die Bedingung v; € S, stellt also sicher, dass eine zuléssige Losung von Max-Cut
zu einer zuldssigen Losung von Vektor-Max-Cut transformiert werden kann.

Jetzt werden wir Vektor-Max-Cut noch anders, und wie sich herausstellen wird,
dquivalent umformulieren. Hierzu fithren wir eine Variable v;; fiir jedes der Pro-
dukte v;v; ein. Damit ist die Zielfunktion von Vektor-Max-Cut eine lineare Funk-
tion der v;;. Weiter sehen wir, dass nun die Anzahl der v;; mit der Anzahl der
Variablen in den Vektoren wv; iibereinstimmt. Wir sollten aber auch noch sicher-
stellen, dass sich die v;; als Produkte von Vektoren v,,...,v, schreiben lassen.
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Wir werden dieses explizit in das folgende Programm aufnehmen.

(Relaxiertes-Max-Cut)

. 1 — vy
maximiere E =
i<j
unter
Uiizl izl,...,n
_ T . . .
(vij)ij=1,..n = V'V fiir eine Matrix

V e R*"

Die Bedingung v;; entspricht der Bedingung v; € .S,,, denn v; = v;v;. Die zweite
Bedingung driickt aus, dass die v;; Produkte von n Vektoren vy, ..., v, sein sollen.
Diese Vektoren konnen ndmlich als die Zeilen von V' gewidhlt werden.

Nach diesen Beobachtungen ist es klar, dass der optimale Wert einer Losung des
Relaxierten Max-Cut der optimale Wert einer Lésung von Vektor-Max-Cut ist.
Nun gibt es einen polynomiellen Algorithmus der Programme wie Relaxiertes-
Max-Cut, fast optimal 16st. Ausserdem gibt es einen polynomiellen Algorithmus,
der aus den v;; die Vektoren v; bestimmt. Diese beiden Algorithmen werden wir
benutzen, um Vektor-Max-Cut fast optimal zu lésen. Wir werden dann noch
zeigen, dass aus dieser Losung von Vektor-Max-Cut eine gute Losung von Max-
Cut konstruiert werden kann.

Eine Matrix Y € R™*", fiir die eine Matrix V € R™" existiert mit Y = VV7T,
heisst symmetrisch positiv semidefinit. Ein semidefinites Programm (SDP) ist ein
Programm der folgenden Form.

(SDP)
maximiere Z CijVij
1<j
unter
(Uij)i,jZI,...,n ist symmetriseh
positiv semidefinit
lk(vlly---yvnn) S bk, k= 1,...,m,

wobei die ¢;;, by beliebige ganze Zahlen sind. Weiter sind die [, lineare Funktionen
in den v;; mit ganzzahligen Koeffizienten. Es gilt nun der folgende Satz.

Satz 7.1.2 Es gibt einen Algorithmus, der fir jedes SDP und jedes € > 0 Werte
vij € Q findet, so dass die Matriz (0;);j=1,... symmetrisch positiv semidefinit

ist, (011, - -+, Opp) < b, fiir alle k und ausserdem gilt
Zcij@ij Z Opt* — €,
1<j

hierbei ist opt* der optimale Wert einer Lésung des semidefiniten Programms.
Die Laufzeit des Algorithmus ist polynomiell in n, log(1/€) und den Bitgrissen
der cij, by, und der Koeffizienten der .
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Mit anderen Worten, der Algorithmus findet in polynomieller Zeit eine fast opti-
male, zuldssige Lésung des Programms.

Dieses Satz ist schwer zu beweisen, und wir verzichten darauf. Schliesslich noch

Satz 7.1.3 FEs gibt einen Algorithmus, der fir jede symmetrische positiv semi-
definite Matriz Y € Q™ " eine Matriz V € R™ " berechnet, so dass Y = VVT.
Die Laufzeit des Algorithmus ist polynomiell in der Bitgréisse der Eintrdge von

Y.

Auch diesen Satz werden wir nicht beweisen. Wir erwédhnen nur, dass die Zerle-
gung Y = VVT als Cholesky-Zerlegung in den meisten Biichern iiber Numerische
Mathematik behandelt wird. In der Formulierung des Satzes haben wir einige
technische Schwierigkeiten unterdriickt. Da V' € R™"™ sein wird, konnen die
Eintridge von V nicht exakt berechnet werden—sie konnen irrational sein. Das
bedeutet, man kann nur so etwas wie eine approximative Cholesky-Zerlegung
berechnen. Allerdings kénnen die Eintrige der Matrix V' beliebig genau approxi-
miert werden. Dieses ist fiir unsere Zwecke ausreichend. Wir erhalten nun

Satz 7.1.4 FEs gibt einen Algorithmus, der fir jedes € > 0 Vektoren v;,1 =
1,...,n, berechnet, die eine zuldssige Losung fiir Vektor-Max-Cut sind. Der Wert
der durch die v; gegebenen Lésung von Vektor-Max-Cut weicht vom Wert opt*
einer optimalen Lésung hdchstens um € ab. Die Laufzeit des Algorithmus ist po-
lynomiell in n und in log(1/e).

Hier eine Beweisskizze. Zunichst berechnen wir eine fast optimale Losung des
semidefiniten Programms. Sei die Abweichung vom Optimum € und die gefundene
Matrix V = (0;;). Dann berechnen wir eine Approximation V zur Cholesky-
Zerlegung von V. Die Zeilen der Matrix V sind die 9;. Nun wird der Wert der
0; nicht mehr nur um € vom Optimum abweichen. Jedoch kann man durch eine
Fehleranalyse zeigen, dass die Abweichung vom Optimum nicht sehr viel grosser
geworden ist. Startet man also mit einen €, das etwas besser ist als €, so werden
die berechneten 0; den Satz erfiillen.

Mit diesem Satz sehen wir, dass insbesondere Vektor-Max-Cut in polynomieller
Zeit fast optimal gelost werden kann. Der néchste Algorithmus zeigt nun, wie wir
aus einer solchen Losung eine Losung fiir Max-Cut konstruieren kénnen, die sehr
nahe an das Optimum herankommt. Neben einem Graphen G = (V, E) erwartet
der Algorithmus als zusétzliche Eingabe ein € > 0.

Algorithmus 7.1.5

SDP-Max-Cut:
S:=10
Mit Hilfe des relaxierten Max-Cut finde eine Losung v;,2 =1,...,n,
von Vektor-Max-Cut, die vom Optimum opt* nur um e abweicht.
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Wiéhle einen zufilligen Vektor r € S,,.
FOR::=1T0On DO
IF rv; > 0 THEN
S = SuU{i}
END
END
Gib S aus.

Die gesuchte Losung fiir Vektor-Max-Cut kénnen wir nach dem vorangehenden
Satz in polynomieller Zeit finden. Auch der Schleifendurchlauf erfordert nur po-
lynomielle Zeit. Allerdings stellt sich die Frage, wie ein zufilliger Vektor r € S,
in polynomieller Zeit erzeugt werden kann. Dieses ist auch nicht moglich. Man
kann allerdings in polynomieller Zeit einen Vektor erzeugen, der “fast” zufillig
ist. Dieses wird an der Analyse des Algorithmus nicht viel &ndern. Wir wollen
hierauf nicht niher eingehen. Wir nehmen einfach an, dass wir einen zufilligen
Vektor r € S, erzeugen konnen. Dann erhalten wir folgenden Satz.

Satz 7.1.6 Algorithmus SDP-Max-Cut st ein Approzimationsalgorithmus fir
Max-Cut. Bei zusdtzlicher FEingabe € > 0 hat der Algorithmus erwartete Giite
a — €, wobei o = 0, 87856.

Beweis: Wir haben uns bereits iiberlegt, dass der Algorithmus polynomielle
Laufzeit besitzt. Er erzeugt sicherlich auch eine zuléssige Losung. Wir miissen
also nur noch die Aussage iiber die erwartete Approximationsgiite beweisen.
Wir definieren Zufallsvariablen X;;,1 <17 <n,1 <j <1 wie folgt. X;; = 1, falls
1€ SNg & Soderfalls: ¢ SAj e S. Treffen beide Bedingungen nicht zu, ist
Xi; = 0. Weiter definieren wir

X = Z ij Xij,

1<j

wobei die a;; definiert sind wie zu Anfang dieses Kapitels. Der vom Algorithmus
berechnet Schnitt hat nun den erwarteten Wert E(X). Wir erhalten

E(X) = ZE(XU) = Zprob(Xij =1) = Zprob(sign(ﬁﬁ) # sign(v,1)),

i<j i<j i<j

wobei wir mit sign(u) das Vorzeichen einer reellen Zahl bezeichnen. Etwas unor-
thodox setzen wir sign(0) = 1. Die Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte
beziehen sich hierbei immer auf die zufillige Wahl von r € S,,. Um die Wahr-
scheinlichkeiten in der letzten Summe abzuschéitzen, betrachten wir zunéchst den
Fall r, ¢;, 9; € R?. Dann gilt

24(@“ QA)]) é(@z; @]) arccos (@Z’(A)])

prob(sign(v,r) # v,;r) = S e . :
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denn die Vorzeichen von r9;,r9; sind genau dann verschieden, wenn r im von
0;, 0; eingeschlossenen (Doppel-)Winkel liegt.

Der allgemeine, n-dimensionale Fall kann nun leicht auf den zweidimensionalen
Fall reduziert werden, denn wir kénnen unsere Betrachtungen immer auf die von
0;, U; aufgespannte Ebene einschrinken. Wir erhalten also

prob(Xy; — 1) arccos(@i@j)‘
m

Wir wenden jetzt folgendes Lemma an, dessen Beweis eine Uebungsaufgabe ist.

Lemma 7.1.7 Fiir alle —1 < z <1 gilt %OS(Z) > a2, wobei av = 0, 87856 wie
oben.

Es gilt also
1 — 0;04
E(X) Z O[ZCLUT.
1<)
Nun sind aber die Vektoren v; fast eine optimale Lésung von Vektor-Max-Cut.
Genauer, bezeichnet opt* den Wert einer optimalen Lésung von Vektor-Max-Cut,

so gilt
1 — 0;0;
Z aij# > opt* —e.
i<j
Mit opt bezeichnen wir nun den optimalen Wert der Max-Cut-Instanz, dann gilt
mit Lemma 7.1.1

]_ — .1y
E(X) > aZaU% > a(opt” —€) > a(opt — €) > (a — €)opt.
i<j
Damit ist der Satz bewiesen.

Dieser Satz legt es nahe zu sagen, dass Max-Cut bis auf den Faktor a approxi-
miert werden kann, denn wir konnen ja € beliebig klein wihlen. Deshalb fiihren
wir nun folgende Definition ein.

Definition 7.1.8 Sei II ein Optimierungsproblem. Wir sagen, 11 hat Approzi-
mationsgite oder Approximationsfaktor c, falls fir jedes € > 0 ein Approzimati-
onsalgorithmus A(e) fir Il existiert, der Approzimationsgiite

c— € bei Maximierungsproblemen
c+ e bei Minimierungsproblemen

hat.

67



Einen Spezialfall dieser Definition kennen wir schon. Im Fall ¢ = 1 stimmt diese
Definition ndmlich mit der Definition von einem Approximationsschema iiberein.
Ein Optimierungsproblem II hat also Approximationsgiite 1 genau dann, wenn
IT ein Approximationsschema besitzt. Wir kénnen nun auch das Ergebnis iiber
Max-Cut zusammenfassen in der Bemerkung, dass Max-Cut Approximationsgiite
a = 0,87856 besitzt.

7.2 Semidefinites Programmieren und Max-< 2-
SAT

Wir wollen nun semidefinites Programmieren anwenden, um einen besseren Ap-
proximationsalgorithmus fiir Max-< 2-SAT zu erhalten. Wir haben bislang einen
Approximationsalgorithmus mit Giite 3/4 kennengelernt. Wir werden diesen auf
einen Approximationsalgorithmus mit Giite o — € verbessern, wobei oo = 0, 87856
wie im vorangegangenen Abschnitt und € > 0 beliebig. Nach Definition 7.1.8
zeigen wir also, dass Max-< 2-SAT Approximationsgiite « hat.

Gegeben sei eine Max-< 2-SAT Formel ¢ iiber den Variablen {xy,...,z,}. D.h.
¢ hat die Form ¢ = /\;ﬂ:1 Cj, und jede Klausel C; hat die Form C; = [; oder
C; = lj1 V ljp fiir Literale [, [j1, 10 € {@1,...,2,} U {~21,...,72,}. Um Max-
< 2-SAT als ein mathematisches Programm zu formulieren, fiihren wir Variablen
Yo, Y1, - - - » Yn ein. Diese Variablen konnen Werte in {—1, 1} annehmen. Der Zu-
sammenhang zwischen den Variablen x; und den Variablen y; wird durch folgende
Aquivalenz hergestellt.

r; = true < Yo = y; (7.1)

Man beachte, dass nach dieser Setzung einer Belegung der Variablen z; zwei
Belegungen der Variablen y; entsprechen. Es kann ndmlich einmal yy = 1 gesetzt
werden, und dann kénnen die iibrigen y; entsprechend der Belegung der x; gewéhlt
werden. Es kann aber auch yy = —1 gesetzt werden. Auch dieses kann dann zur
einer Belegung der iibrigen y; erweitert werden, die der Belegung der x; entspricht.
Wir wollen nun fiir jede Klausel C; eine Funktion u; in den y; definieren, so
dass bei Einsetzen von Werten y; € {—1,1} die Funktion u; nur die Werte 0,1
annehmen kann. Weiter soll eine Belegung der z; die Klausel C; genau dann
erfiillen, wenn beide Belegungen der y;, die dieser Belegung der x; entsprechen,
bei Einsetzen in u; den Wert 1 ergeben.

Bestehe Cj zunéchst aus einem Literal ;. Wir setzen

1
u; = —ﬂé‘”’s falls [, =

o —  l=yoys R
uj = 5 falls [; = -,
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Fiir Klauseln C; mit zwei Literalen [;;,; setzen wir

w; = 1— sl fills O = z,Vay
u; = 1-— MTO%# falls C; = —-ayVay
u; = 1-— —1+?§0y5 —1+g0yt falls Oj = —xsV

Man priift leicht nach, dass u; die gewiinschte Eigenschaft hat. Fiir Klauseln C}
mit zwei Literalen wollen wir «; noch etwas anders schreiben. Sei z.B. C; = x,Vay,
dann gilt

Lo yoys 1= yoyr _ T yoys T+ yoye 1=y
2 2 4 4 4

Allgemein koénnen wir fiir alle Klauseln C; mit zwei Variablen schreiben

’LLjZI

_ Loy T gy TEyoys L yoy 1+ ys:

2 2 4 4 4 7
wobei die Vorzeichen geeignet zu wihlen sind. Jetzt erhalten wir das folgende
mathematische Programm, das zu Max-< 2-SAT &dquivalent ist.

szl

m
3
(Max-< 2-SAT) maximiere Zuj =™ + UstYsYt
7j=1 s<t
unter
v € {—1,1}, 1=0,...,n,

wobei sich die a;; aus den Formeln fiir die u; ergeben. Nun gehen wir analog
wie bei Max-Cut vor. D.h. zunéchst ersetzen wir die Variablen y; durch Vektoren
v; bestehend aus n Variablen. Bezeichnen wir mit w; die Funktion, die aus u;
entsteht, wenn wir die y; durch die v; ersetzen. Wir erhalten dann

m
.. 3
(Vektor-Max-< 2-SAT) maximiere Z w; = Zm + Z Qs Vs Vg
7j=1 s<t
unter
v; € Sy, 1=20,...,n.

Wie bei Max-Cut und Vektor-Max-Cut kénnen wir argumentieren, dass das Op-
timum opt* von Vektor-Max-< 2-SAT mindestens so gross ist wie das Optimum
opt von Max-< 2-SAT selbst.

Schliesslich fithren wir noch Variablen v, fiir die Produkte v,v; ein. Dieses fiihrt
auf

(Relaxiertes-Max-< 2-SAT)

maximiere §m + Z Qg Vst
4 s<t

unter
Vgs = 1 s=1,...,n
(Vst)si=1..n = VVT fiir eine Matrix

Ve RV
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Dieses ist ein semidefinites Programm. Nach Satz 7.1.2 kénnen wir also eine
Lésung dieses Programms berechnen, die bis auf beliebiges € > 0 an den Wert
einer optimalen Losung herankommt. Nach Satz 7.1.3 konnen wir diese Losung
von Relaxiertem-Max-< 2-SAT dann in eine Losung 9y, ..., v, von Vektor-Max-
< 2-SAT transformieren, die ebenfalls bis auf beliebiges ¢ > 0 an das Optimum
opt* von Vektor-Max-< 2-SAT herankommt. Dieses fiihrt zu folgendem Appro-
ximationsalgorithmus fiir Max-< 2-SAT, der neben einer < 2-SAT Formel ¢ eine
zusitzliche Eingabe € > 0 erwartet.

Algorithmus 7.2.1
SDP-Max-< 2-SAT:
S =10
Mit Hilfe von Relaxiertem-Max-Cut finde eine Lésung v;,2 =1,...,n,
von Vektor-Max-< 2-SAT, die vom Optimum nur um € abweicht.
Wihle einen zufilligen Vektor r € S,,.
FOR ::=1TO n DO
IF sign(rv;) = sign(rvy) THEN

xr; = true
ELSE
r; = false

END
END
Gib die gefundene Belegung aus.

Satz 7.2.2 Bei zusdtzlicher Eingabe € > 0 ist SDP-Max-< 2-SAT ein Approzi-
mationsalgorithmus mit Gite o — e.

Beweis: Wie bei dem Algorithmus SDP-Max-Cut folgt, dass Algorithmus SDP-
Max-< 2-SAT ein Approximationsalgorithmus ist. Wir miissen also noch die Be-
hauptung iiber die Approximationsgiite beweisen. Hierzu bezeichne X die Zu-
fallsvariable, die die Anzahl der von einer Belegung erfiillten Klauseln zahlt. Fiir
die erwartete Anzahl der Klauseln E(X), die die von Algorithmus SDP-Max-< 2-
SAT gefundene Belegung erfiillt, gilt

m

E(X) =) E(u),

j=1

wobei die Erwartungswerte der u; iiber die Wahl des zufélligen Vektors r € .S,
genommen wird.
Setze {J; = rv; und betrachte eine Klausel C; mit u; =

14+y0ys 1dyoys 1dysys
: t—p T/

14000, 1+900, 1+ 0.0
E(uj):E< 4yoys N 4yoyt N 4ysyt>:
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1 & 9o7s L & yoye L& 95t
E|——— E E :
Fiir beliebige s,t zwischen 0 und n gilt

E(222) = Lprob(sign(isr) # sign(dr)) = Larccos(o,0;)
E (1+Z5yt) — %prob(sign(@sr) = sign(@tr)) = 1- %arccos(@s@t).

Nach Lemma 7.1.7 gilt

1 A 1-— @s@t
— arccos(0s0;) > « ,
T 2

fiir & = 0, 87856. Analog kann gezeigt werden (Uebung 7.4)

1 o 1+ 0,50
1 — — arccos(0s0;) > « =t
m 2
Damit erhalten wir o
E 1-9sgt > alf'isﬁt
4 R i
14959t 14050
E () = ot

Insgesamt daher

LEgoys 1 E£900: | 1 £ Yy

1+ 090, 1E£000; 1% 0,0,
> .
Z o ( 1 + 1 + 1

Daraus schliessen wir, dass F/(X) mindestens so gross ist wie der Wert der Losung
Ug, . . ., Uy fiir Vektor-Max-< 2-SAT. Dieser Wert war opt*—e. Da opt* mindestens
so gross ist, wie das Optimum opt von Max-< 2-SAT erhalten wir

E(X) > a(opt® —€) > a(opt — €) > (a — €)opt.
Dieses schliesst den Beweis des Satzes ab.

Wir haben also gezeigt, dass Max-< 2-SAT Approximationsgiite o = 0, 87856
hat.

7.3 Semidefinites Programmieren und Max-SAT*

In diesem Abschnitt werden wir semidefinites Programmieren auf Max-SAT an-
wenden. Zur Erinnerung, bislang haben wir einen Approximationsalgorithmus fiir
Max-SAT mit Giite 3/4. Dieses haben wir erreicht, indem wir die beiden Algo-
rithmen Random-SAT und RR-Max-SAT miteinander kombiniert haben (siehe
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Seite 50). Geht man zuriick zur Analyse des kombinierten Algorithmus, so kann
man recht leicht sehen, dass wir den Approximationsalgorithmus mit erwarteter
Giite auch durch folgenden randomisierten Algorithmus hétten erreichen kénnen:
mit Wahrscheinlichkeit jeweils 1/2 wihle Algorithmus Random-SAT oder Algo-
rithmus RR-Max-SAT. Wende den gewéhlten Algorithmus auf die Instanz von
Max-SAT an und gib die erhaltene Belegung aus. Einen dhnlichen Ansatz wol-
len wir nun auch anwenden, allerdings mit einer Relaxierung von Max-SAT, die
ein semidefinites Programm ist. Diese wird eine Kombination der semidefiniten
Relaxierung von Max-< 2-SAT und der LP-Relaxierung von Max-SAT sein.

Sei also ¢ eine Max-SAT Formel {iber den Variablen x; mit m Klauseln C;. Die
Variablen y; sind wie im vorherigen Abschnitt definiert. Fiir Klauseln C; mit ein
oder zwei Variablen definieren wir u; ebenfalls wie bei Max-< 2-SAT. Mit I(C})
bezeichnen wir die Anzahl der Literale in Klausel C;. Ausserdem bezeichnen
wir mit VjJr die Menge der unnegierten Variablen in Cj und mit V;  die Menge
der negierten Variablen in C;. Wir kénnen dann das folgende mathematische
Programm fiir Max-SAT aufstellen.

(Max-SAT)
maximiere Z 2
j=1
unter
1+ yoyi 1 — yoy; )
Z 5 Z+Z 5 ZZZ]' j=1,...,m
xz‘EVjJr a:Z'EV]-*
Uy Z Zj VCJ . Z(CJ) S 2

Zj S {07 1}7% € {_17 1}

Dieses Programm koénnen wir wie vorher in Programme Vektor-Max-SAT und
Relaxiertes-Max-SAT iiberfiihren. Das Programm Vektor-Max-SAT sieht folgen-
dermassen aus.

(Vektor-Max-SAT)

maximiere sz
7j=1

unter
Z 1+2U0U1+ Z 1 21]0%_ ’ ]:1, m
:1:16Vj+ CL‘iE‘/j_
wy Z Zj VC] . l(C]) S 2
UiESn, 1=0,...,n
sz[O,l] jzl,,m

Hierbei ist wie bei Max-< 2-SAT wj; die Funktion die aus u; durch die Erset-
zung von y; durch v; entsteht. Das Programm Relaxiertes-Max-SAT genau aus-
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zuarbeiten iiberlassen wir dem Leser. Das Programm (Vektor-Max-SAT) ist je-
denfalls ein semidefinites Programm. Dieses konnen wir wiederum fast optimal

16sen, um dann mit der Cholesky-Zerlegung Vektoren vy, ..., 7,, sowie Zahlen
2,7 = 1,...,m, zu bestimmen, so dass diese Vektoren und Zahlen eine Losung

von Vektor-Max-SAT bestimmen, die vom Optimum opt* dieses Problem nur um
ein beliebig kleines € > (0 abweicht.
Wir betrachten nun die folgenden randomisierten Algorithmen A;, Ay, A3

A 1 Setze x; = wahr mit Wahrscheinlichkeit 1/2.
Ay @ Setze z; = wahr mit Wahrscheinlichkeit (1 + 0y0;)/2.
Az : Wéhle r € S, zufillig. Setze x; = wahr, falls sign(0yr) = sign(d;r).

Die Analysen von Random-SAT, RR-Max-SAT und SDP-Max-SAT liefern nun
unmittelbar oder nach leichten Aenderungen, dass

Ay Algorithmus A, erfiillt eine Klausel C; mit [(C};) = k mit Wahrscheinlichkeit
1—1/2",

Ay : Algorithmus A; erfiillt eine Klausel C; mit [(C};) = k mit Wahrscheinlichkeit
(1—=(1=1/k)*)z.

Aj : Algorithmus Aj erfiillt eine Klausel C; mit [(C;) < 2 mit Wahrscheinlichkeit
%, = 0, 87856.

Der Algorithmus SDP-Max-SAT wéhlt nun zufillig einen dieser drei Algorithmen,
wendet den gewéhlten Algorithmus auf die Formel ¢ an und gibt die erhaltene
Belegung aus. Allerdings wahlt SDP-Max-SAT nicht jeden der drei Algorithmen
mit gleicher Wahrscheinlichkeit. Vielmehr gilt

SDP wahlt Algorithmus A; mit Wahrscheinlichkeit p; = 0,4785
SDP wahlt Algorithmus A, mit Wahrscheinlichkeit p, = 0,4785
SDP wahlt Algorithmus A3 mit Wahrscheinlichkeit p3 = 0,0430

Man kann nun nachrechnen, dass die erwartete Anzahl der Klauseln, die SDP-
Max-SAT erfiillt, gegeben ist durch

1 .,
Z SP1 + (p2 + p3v) 2 +
Jil(Cr)=1
3 3 .
e + g + P3| zj +
Ji(Cy)=2

1 1 l(C]-)
P O el U A I
J:(Cj)>3
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Man beachte, dass wir fiir diese Formel angenommen haben, dass A3 keine Klausel
der Lénge > 3 erfiillt. Es ist eine gute Uebung, sich klar zu machen, warum die-
ses SDP-Max-SAT nicht zu einem schlechten Approximationsalgorithmus werden
lasst.

Durch direktes Nachrechnen erhilt man, dass fiir Klauseln der Linge 1,2,3,4
die erwartete Anzahl erfiillter Klauseln grosser ist als a‘hatz;, j = 1,2, 3,4. Fiir
Klauseln mit Linge mindestens 5 nutzen wir aus, dass fir £ > 5

(1—%)p1+ (1— (1—%>k) Py > ((1—2—5)+1—é> 0,4785,

so erhilt man, dass die erwartete Anzahl von Klauseln, die SDP-Max-SAT erfiillt

grosser ist als
0,7554 ) ;.
j=1

Nun ist aber ) 2; der Wert der Losung v;, 2; von Vektor-Max-SAT. Dieser Wert
ist grosser als opt* — €, wobei opt* der Wert einer optimalen Lésung von Vektor-
Max-SAT ist. Dieser optimale Wert ist wie iiblich grosser als opt, die maximale
Anzahl von gleichzeitig erfiillbaren Klauseln der Formel ¢. Damit kann dann
gezeigt werden, dass im Erwartungswert mehr als (0, 7554 — €)opt Klauseln durch
die von SDP-Max-SAT gefundene Belegung erfiillt werden.

Dieses ist natiirlich nur eine marginale Verbesserung gegeniiber dem Algorith-
mus, der Random-SAT und RR-Max-SAT kombinierte. Dieser hatte ja bereits
Approximationsgiite 3/4. Das Interessante an unserem neuen Resultat ist denn
auch, dass es einen Approximationsfaktor besser als 3/4 zeigt. Es wurde vorher
ndmlich vermutet, dass kein Algorithmus eine bessere Giite erreichen kann. Im
letzten Kapitel werden wir noch etwas mehr dariiber erfahren, wie gut sich die
einzelnen Varianten von SAT approximieren lassen. Wir werden z.B. sehen, dass
es fiir keine Variante von SAT ein Approximationsschema geben kann.

7.4 Approximatives Farben von Graphen

Das Féarben von Graphen ist ein klassisches Problem. Eine k-Fdarbung von G' =
(V, E) ist eine Funktion ¢ : V +— {1,... k} mit der Eigenschaft, dass c¢(v) #
c(w) fiir alle Kanten {v,w} € F gilt. Mit anderen Worten: benachbarte Knoten
erhalten verschiedene Farben.

Das prominenteste Farbungsproblem ist unter dem Namen ‘Vier-Farben-Problem’
bekannt geworden. Dabei geht es um die Vermutung, dass sich jede Landkarte
so mit vier Farben fiarben ldsst, dass benachbarte Lénder verschiedene Farben
bekommen. Nachdem das Problem lange offen war, konnte die Vermutung 1977
schliesslich mit Hilfe eines computergestiitzten Beweises gezeigt werden. (Ein ein-
facher Beweis existiert bis heute nicht.)
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Das allgemeine Féarbungsproblem ist das folgende.

Problem 7.4.1 (GRAPHENFARBUNG) Gegeben ein Graph G = (V, E), finde das
minimale k, so dass G eine k-Firbung besitzt.

Der optimale Wert von £ heisst auch chromatische Zahl oder Féarbungszahl von
G. Die Férbungszahl eines Graphen G wird mit x(G) bezeichnet. Es gilt der
folgende Satz.

Satz 7.4.2 Sei k € N. Zu entscheiden, ob ein Graph G eine k-Firbung besitzt,
1st NP-vollstindig, fir alle k > 3.

Hier wollen wir uns mit einer Variante dieses Problems befassen, bei der wir
bereits wissen, dass G chromatische Zahl 3 hat, und das Ziel ist, eine Farbung
von G mit moglichst wenig Farben zu finden. Es geht hier also nicht darum, die
chromatische Zahl zu berechnen (das ist trivial mit der Voraussetzung), sondern
eine moglichst gute Farbung unter der gegebenen Voraussetzung zu finden.

Satz 7.4.3 Das Problem, eine /-Fdrbung eines 3-farbbaren Graphen G zu finden,
15t NP-schwer.

Insbesondere ist damit auch das Auffinden einer (optimalen) 3-Farbbung NP-
schwer, obwohl wir wissen, dass eine solche existiert. Es ist durchaus moglich
(wenn auch nicht sehr wahrscheinlich), dass man in polynomieller Zeit eine 5-
Féarbung berechnen kann. Die beste obere Schranke, die bis 1994 bekannt war,
ist folgende.

Satz 7.4.4 Jeder 3-farbbare Graph auf n Knoten kann in polynomieller Zeit mit
O(y/n) Farben gefirbt werden.

Beweis: Fixiere eine Zahl 6 < n. Nun betrachte einen Knoten v vom Grad
grosser als § (falls ein solcher existiert); sei N(v) die Menge der Nachbarn von v
in G. Da G 3-farbbar ist, muss N(v) 2-farbbar sein, denn schauen wir uns eine
3-Farbung von G an, so kénnen in N(v) nur zwei Farben vorkommen (die dritte
brauchen wir fiir v selbst). Eine solche 2-Farbung von N(v) ist leicht zu finden
(Greedy-Strategie). Entferne nun N(v) und alle inzidenten Kanten aus G und
fahre mit einem weiteren Knoten v’ vom Grad grosser als ¢ fort, solange bis es
keine solchen mehr gibt.

Dies passiert spétestens nach n/é Runden, denn in jeder Runde werden ja min-
destens 6 Knoten aus G entfernt. Der verbleibende Graph hat Maximalgrad
hochstens § und kann leicht mit ¢ + 1 Farben geféirbt werden (man firbe die
Knoten einfach der Reihe nach und tiberlege sich, dass man zu jedem Zeitpunkt
mindestens eine legale Farbe zur Verfiigung hat).
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In jeder der n/é Runden vorher wurden bereits 2 Farben verwendet, insgesamt
ergibt sich also eine legale Farbung mit hochstens

n
2—+6+1
)
Farben. Wihlen wir § = [\/ QnW, so erhalten wir eine Farbung mit hochstens
2 [V2n] + 1 Farben, wie gewiinscht.

Im folgenden wird mit Hilfe von semidefinitem Programmieren gezeigt: Jeder 3-
firbbare Graph auf n Knoten kann in polynomieller Zeit mit O(n%37) Farben
gefiirbt werden. Dazu ordnen wir (dhnlich wie bei Max-Cut) jedem Knoten v;
nicht eine einzelne Variable (seine Farbe), sondern einen Vektor u; € R"™ zu.
Die u; definieren dann eine ‘Vektor-Farbung’. Aus dieser werden wir dann spéter
eine echte Farbung konstruieren. Zunéchst definieren wir aber, was eine Vektor-
Féarbung sein soll. Im folgenden nehmen wir immer an, dass die Knotenmenge V'
von G einfach die Menge V' = {1,...,n} ist.

Definition 7.4.5 FEine Vektor-k-Farbung von G ist eine Abbildung V' — R",
1 — u;, wobei die u;’s Finheitsvektoren sind und

< 1
wit; < ——n
! k—1
fir alle Kanten {i,j} € E.

Diese Bedingung besagt, dass die Vektoren zu benachbarten Knoten einen gros-
sen Winkel einschliessen miissen (fiir £ = 3 etwa ergibt sich ein Winkel von
mindestens 120°).

Eine Vektor-Farbung ist auch fiir nichtganzzahliges k definiert. Das folgende Lem-
ma zeigt, dass Vektor-Farbbarkeit eine Relaxierung der gewohnlichen Féarbbarkeit
ist.

Lemma 7.4.6 Jeder k-farbbare Graph ist Vektor-k-farbbar.

Beweis: Uebung 7.5. Zu zeigen ist dazu, dass es k£ n-dimensionale Einheitsvek-
toren mit paarweisem Skalarprodukt hochstens —1/(k—1) gibt; dann kénnen wir
die k£ Farben einfach auf diese Vektoren abbilden.

Nun konnen wir Vektor-Férbungen mit semidefinitem Programmieren in Verbin-
dung bringen. Es gilt ndmlich, dass sich das Auffinden einer optimalen Vektor-
Férbung (mit minimalem k) als ein semidefinites Programm schreiben ldsst. Dazu
betrachten wir eine Matrix M = (m;;) mit der Bedeutung

mij = U,in
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und das folgende Programm.

(SDP) minimiere «
unter
M = AAT,
mg; = ]_, V’L,
m;; < a, V{Z,j}EE
Sei ayy die optimale Losung dieses Programms. Der Wert £,,; mit

1

opt_1

Qopt = _k

heisst vektor-chromatische Zahlvon G. Eine Vektor-£,,.-Férbung u, .. ., u, findet
man wieder mittels der Cholesky-Zerlegung der erhaltenen Matrix M (die u; sind
dann die Zeilen der Matrix A). Da G 3-farbbar ist, folgt aus Lemma 7.4.6, dass
Eopt < 3 gilt.

Hier sind die drei Schritte zur Berechnung einer echten Farbung von G, die wir
nun durchfiihren werden.

(I) Durch (approximatives) Losen des Problems (SDP) und Cholesky-Zerlegung
kann in polynomieller Zeit eine Vektor-(3 + ¢)-Férbung berechnet werden, fiir
jedes € > 0. Die Laufzeitabhéngigkeit von ¢ ist von der Ordnung log(1/e).

(IT) Die in (I) erhaltene Vektor-Firbung wird randomisiert zu einer ‘Halbfarbung’
gerundet (d.h. mindestens die Hélfte aller Knoten hat eine Farbe, die von denen
aller Nachbarn verschieden ist).

(III) Der Halbfirbungsalgorithmus wird rekursiv verwendet, um alle Knoten zu
farben. Asymptotisch braucht man nicht mehr Farben als fiir die Halbfirbung.

Zu Schritt I muss hier nichts mehr gesagt werden; wir verfahren genauso wie bei
Max-Cut und verwenden die Losbarkeit von (SDP) und die Cholesky-Zerlegung
als ‘black box’.

Schritt (II). Sei uy,...,u, eine Vektor-3 + e-Fiarbung. Das bedeutet,

1
Ui S —5 +e

fiir i # j, d.h. u; und u; schliessen einen Winkel von mindestens (120 — ¢)°
ein. (Zur Vereinfachung bezeichnen wir im folgenden jede beliebig klein wihlbare
Konstante mit ¢).

Eine Féarbung erhalten wir nun wie folgt: wahle r zufillige Hyperebenen durch
den Ursprung; diese zerlegen die Kugeloberfliche S, in Zellen, von denen jede
eine andere Farbe bekommt. Knoten 7 bekommt nun die Farbe der Zelle, in der
‘sein’ Vektor u; liegt. Diese Farbung wird im allgemeinen nicht legal sein, weil
es Kanten geben kann, deren Knoten beide in der gleichen Zelle liegen. Da die
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zugehorigen Vektoren aber einen grossen Winkel einschliessen, werden (falls r
gross genug gewihlt wird) nur so wenige Kanten falsch gefirbt, dass wir eine
Halbfarbung erhalten.

Genauer gilt: Vektoren u; und u; die einen Winkel 6 einschliessen, werden durch
eine zuféllige Ursprungshyperebene mit Wahrscheinlichkeit 6/ getrennt. Das
heisst, Vektoren, die zu benachbarten Knoten gehoren, liegen mit Wahrschein-

lichkeit h6chstens
(120 —¢)° 1 N
- - 000 = _ £
1800 3
auf der gleichen Seite einer zufilligen Hyperebene. Es folgt, dass sie mit Wahr-

scheinlichkeit hochstens .
(g +¢)

in der gleichen Zelle des Arrangements der » Hyperebenen liegen, also félschli-
cherweise die gleiche Farbe bekommen. Nun wihlen wir

r =2+ [logy A,

wobei A der Maximalgrad des Graphen ist, und

1

525.

Dann ist log(1/¢) = loglog A, und damit ist die Laufzeit zur Bestimmung der
urspriinglichen Vektor-3 + e-Féarbung sicher polynomiell in n. Die Wahrschein-
lichkeit, dass eine spezifische Kante falsch gefirbt wird, ist hochstens

G+e) =G+ <

e 1
3 3 T 9

( )ﬂogsm < £ < .
9A ~ 3A

Die erwartete Anzahl der illegal gefirbten Kanten ist damit héchstens

1

3

1 nA 1 n
< =

Die erwartete Anzahl der falsch geféirbten Knoten ist dann hochstens n/3, und
sie ist grosser als n/2 mit Wahrscheinlichkeit hochstens 2/3 (nach der Markov-
Ungleichung). Durch Wiederholung des Experiments kénnen wir also mit beliebig
hoher Wahrscheinlichkeit n/2 korrekt gefdrbte Knoten garantieren. Das Resultat
ist eine sogenannte Halbfdrbung.

Es bleibt noch zu berechnen, wieviele Farben wir bené6tigt haben: die r Hyper-
ebenen unterteilen den Raum in héchstens 2" Zellen; damit gibt es hochstens

22+’—10g3 A-| S 8 210g3A — 8A10g32 — O(n0.631)

Farben.
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Dies ist zunéchst enttduschend, weil die Schranke sogar schlechter ist als die
O(y/n)-Schranke aus Lemma 7.4.4. Man kann aber ausnutzen, dass die Schranke
aus Schritt (II) vom Maximalgrad des Graphen G abhingt. Fixiere wie vorher
eine Schranke 6 < A. Solange G noch Knoten v vom Grad grosser als ¢ enthélt,
firbe N(v) mit 2 Farben und entferne N(v). Es gibt hochstens n/J Runden, in
denen wir hochstens 2n/d Farben verbrauchen. Auf den verbliebenen Graphen
(vom Maximalgrad hochstens §) wenden wir dann Schritt (II) an. Das ergibt eine

Halbfarbung von G mit

0(% + §logs2)

Farben.
Diese Schranke wird minimiert, wenn die beiden Summanden gleich sind, d.h.

n
lo 2
6 23 ,

|

also
5= nl/(1+10g3 2).

Das ergibt dann

O( ) — O(nl—l/(1+10g3 2)) — O(n0.387)

n
)
Farben.

Schritt (IIT). Was haben wir in den ersten zwei Schritten erreicht? Eine Halb-
firbung mit O(n3¥") Farben, d.h. héchstens n/2 Knoten haben noch illegal
gefiarbte Kanten, mit hoher Wahrscheinlichkeit. Das Vorgehen ist nun klar: Die
hochstens n/2 Knoten werden einfach rekursiv mit neuen Farben versehen. Das
ergibt dann insgesamt eine echte Farbung mit hochstens

n n
O(n0.387 + (5)0.387 + (1)0.387 4. = O(n0.387)

Farben. Wir erhalten also

Satz 7.4.7 Fin 3-firbbarer Graph G auf n Knoten kann mit hoher Wahrschein-
lichkeit in polynomieller Zeit mit O(n'~"/(1+1%8:2)) = O(n%387) Farben gefirbt wer-
den.

7.5 Uebungen

Uebung 7.1 Zeige, dass man das Problem, den kleinsten Eigenwert einer sym-
metrischen, positiv semidefiniten Matrix M zu finden, als semidefinites Programm
formulieren kann.
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Uebung 7.2 Beweise, dass die Menge der positiv semidefiniten Matrizen M €
R™™ eine konvexe Teilmenge des R"*™ bildet, d.h. fiir zwei positiv semidefinite
Matrizen M, M ist auch jede Konvexkombination

(1=XMNM; +AM,, 0<A<1
positiv semidefinit.

Uebung 7.3 Zeige

2t
min —— > (.87856.
o<t<m (1 — cos(t))

Uebung 7.4 Zeige, dass 1 — arccos(z) > a3(1 + z) fiir —1 < z < 1. Hierbei ist
a = 0, 87856.

Uebung 7.5 Sei k£ < n. Beweise, dass es k Einheitsvektoren uy,...,u; € R"
gibt, so dass
1
s < ——
By —
fiir alle Paare i # j gilt.

Uebung 7.6 Beweise, dass ein Graph genau dann 2-farbbar ist, wenn er Vektor-
2-farbbar ist.

Uebung 7.7 Zeige, dass das folgende ganzzahliges quadratisches Programm qua-
dratische ganzzahlige Programm MIS eine #quivalente Formulierung des Pro-
blems Maximale Unabhéngige Menge ist. Fiir einen Graphen G = (V, E) definie-
ren wir das Programm M1S wie folgt. Die Knotenmenge V' sei {1,2,... n}. Fiir
jeden Knoten fiihren wir eine Variable z; ein.

n
(MIS) maximiere Zajl - Z TiT;
i=1 {ii}eE
unter
x; € {0,1}, i=1,...,n.

Uebung 7.8 Zeige, dass das Programm MIS und das relaxierte Programm
(Relaxiertes MIS) maximiere le - Z T,
i=1 {i.jleE
unter

OSiUZSl izl,...,n,

stets dasselbe Optimum haben.

80



Kapitel 8

Nichtapproximierbarkeitsresultate

Unter einem Nichtapproximierbarkeitsresultat versteht man eine Aussage der
folgenden Form: Fiir ein NP-schweres Optimierungsproblem kann es unter der
Voraussetzung P# NP keinen Approximationsalgorithmus mit Giite < ¢ (Mi-
nimierungsproblem) oder > ¢ (Maximierungsproblem) geben. Hier ist dann ¢
eine Konstante oder auch eine Funktion der Eingabe. Die Voraussetzung P# NP
ist offensichtlich notwendig. Sollte ndmlich P=NP gelten, so kénnen viele NP-
schwere Optimierungsprobleme exakt in polynomielle Zeit gelost werden. Ein
Nichtapproximierbarkeitsresultat haben wir bereits kennengelernt. Im Abschnitt
tiber das Problem des Handlungsreisenden (siehe Seite 22ff.) haben wir gesehen,
dass es fiir kein ¢ < 1 einen Approximationsalgorithmus fiir das allgemeine TSP
mit Giite > ¢ geben kann, vorausgesetzt P#ZNP. Zum Aufwirmen wollen wir ein
weiteres relativ einfaches Nichtapproximierbarkeitsresultat fiir das Farben von
Graphen herleiten.

8.1 Ein einfaches Nichtapproximierbarkeitsresul-
tat

Betrachten wir wieder das Problem Graphenfirbung. Zur Erinnerung (siehe auch
Abschnitt 7.4): Eine zulissige Féarbung fiir einen Graphen G = (V| E) ist eine
Belegung der Knoten in V' mit Farben, so dass keine zwei Knoten, die durch eine
Kante in F verbunden sind, dieselbe Farbe haben. x(G) ist die minimale An-
zahl von Farben, die fiir eine zuldssige Farbung von G benétigt wird. Ein Graph
heisst k-farbbar, falls x(G) < k. Das Farbungsproblem besteht dann natiirlich in
der Berechnung von x(G) bei Eingabe G. Wir haben bereits im Abschnitt tiber
semidefinites Programmieren gesehen, dass das Farbungsproblem schwer ist. Ins-
besondere ist es auch NP-vollstindig, zu entscheiden, ob ein Graph 3-farbbar ist
(Satz 7.4.2) Wir werden dieses Ergebnis benutzen, um folgendes Nichtapproxi-
mierbarkeitsresultat zu zeigen.
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Satz 8.1.1 Sei m > 0 eine beliebige Konstante. Falls P#NP, so gibt es keinen
Approzimationsalgorithmus, der fir Graphen G mit x(G) > m die Firbungszahl
X(G) mit Gite < 4/3 approzimiert.

Einige Bemerkungen, bevor wir den Satz beweisen. Die Einschrinkung auf Gra-
phen G mit x(G) > m macht das Resultat natiirlich stérker. Wir erlauben einem
Algorithmus dadurch, auf Graphen mit kleiner Farbungszahl keine verniinftigen
Antworten zu geben. Wir wollen uns iiberlegen, dass fiir m = 1 (alle Graphen
sind erlaubt) der Satz einfach zu beweisen ist. Wir kénnen dann nidmlich mit
einem Approximationsalgorithmus A der Giite < 4/3 entscheiden, ob ein Graph
3-farbbar ist. Dieses geschieht, indem wir A auf den Graphen G anwenden. Ist die
Ausgabe < 4, so sagen wir, dass der Graph 3-firbbar ist, sonst sagen wir, dass er
nicht 3-farbbar ist. Man iiberlegt sich leicht, dass die Antwort stets korrekt ist.
Diese Idee kénnen wir fiir m > 3 schon nicht mehr verwenden, denn der Appro-
ximationsalgorithmus kann dann ja bei 3-farbbaren Graphen alles mogliche als
Antwort liefern. Wir werden dieses Problem umgehen, indem wir zu jedem belie-
bigen Graphen G einen neuen Graphen G’ definieren, so dass G’ Féarbungszahl
mindestens m hat, wir aber andererseits die Farbungszahl von G leicht aus der
Farbungszahl fiir G' berechnen kénnen. Wir wenden dann den angenommenen
Approximationsalgorithmus auf G’ an. Den Graphen G’ erhalten wir durch das
sogenannte Graphprodukt.

Definition 8.1.2 Seien Gy = (1, E1),Gy = (Va, Ey) zwei Graphen mit dis-
gunkten Knotenmengen. Das Graphenprodukt G, X Gy von Gy, G5 ist der Graph
gegeben durch die Knotenmenge V =V, x V, und die Kantenmenge

E = {{(v1,u1), (v, ug) }|{v1,v2} € Ey oder vy = vy und {uy,us} € Eo}.

Das Graphenprodukt erhédlt man, indem man jeden Knoten in GG; durch eine Ko-
pie von (G, ersetzt, ausserdem werden je zwei Knoten in verschiedenen Kopien von
GG, durch eine Kanten verbunden, wenn die den Kopien entsprechenden Knoten
in GG; durch eine Kante verbunden sind. Die Abbildung 8.1 verdeutlicht die De-
finition an einem Beispiel. Im Allgemeinen ist es nicht einfach, die Farbungszahl
von Gy X G5 aus der Farbungszahl von G; und G5 zu bestimmen. Es gibt jedoch
einen fiir uns interessanten Fall, in dem dieses mdglich ist. Mit K, bezeichnen
wir den vollstdndigen Graphen auf m Knoten, d.h. K, hat m Knoten und je zwei
Knoten sind durch eine Kante verbunden. Es gilt

Lemma 8.1.3 Sei G ein Graph mit Farbungszahl x(G). Der Produktgraph K, X
G hat Firbungszahl my(G).

Beweis: K,, x GG entsteht, indem wir m Kopien von G bilden und die Knoten
von je zwei Kopien paarweise miteinander durch Kanten verbinden. Zum Féarben
jeder Kopie von G werden x(G) Farben benotigt. Da aber je zwei Kopien durch
alle moglichen Kanten miteinander verbunden sind, miissen wir in jeder Kopie
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Abbildung 8.1: Beispiel eines Produktgraphen

Farben verwenden, die von den Farben in den anderen Kopien verschieden sind.
Insgesamt benotigen wir also my(G) viele Farben.

Beweis von Satz 8.1.1: Sei A ein Approximationsalgorithmus, der fiir Graphen
G mit x(G) > m die Farbungszahl mit Giite < 4/3 approximiert. Wir werden
daraus einen Algorithmus machen, der entscheidet, ob ein Graph 3-farbbar ist.
Dieses wird den Satz beweisen.

Um zu entscheiden, ob ein gegebener Graph G 3-farbbar ist, wenden wir A auf
den Graphen K, x G an. Liefert A bei Eingabe K,, x GG, dass die Farbungszahl
dieses Produktgraphen < 4m ist, so sagen wir, dass G' 3-farbbar ist, sonst sagen
wir, dass der Graph G nicht 3-farbbar ist.

Zunichst einmal tiberlegen wir uns, dass dieses ein polynomieller Algorithmus ist.
Da A ein polynomieller Algorithmus ist, miissen wir nur zeigen, dass die Grosse
von K, X G polynomiell in der Grosse von G ist. Nun ist die Anzahl der Knoten in
K,, x G gerade mn, wenn n die Anzahl der Knoten in G ist. Da m eine Konstante
ist, ist dieses polynomiell in der Grosse von (. Dann ist sicher auch die Anzahl
der Kanten in K, x G polynomiell in der Grosse von G.

Wir zeigen nun, dass die Antwort des Algorithmus stets korrekt ist. Zun#chst
einmal ist x (K, xG) > m fiir alle Graphen. Denn K,,, X G enthilt als Teilgraphen
den K,,, dessen Fiarbungszahl ist m. Daher liefert A bei Eingabe K,, x G also
einen Wert A(g x K,,) mit A(K,, x G) < 4/3x(K,, x G).

Ist G 3-firbbar, so ist nach Lemma 8.1.3 x(K,, x G) = 3m. Die Antwort von A
bei Eingabe K, x G ist daher < 4/3 x 3m < 4m. Unser Algorithmus wird G also
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korrekt zu einem 3-firbbaren Graphen erkliren.

Ist andererseits G nicht 3-farbbar, so ist x(G) > 4. Die Farbungszahl von K,,, x G
ist daher > 4m. Da die Antwort von A immer mindestens so gross ist wie die
Farbungszahl, ist also in diesem Fall die Antwort von A mindestens 4m, und
wieder ist die Antwort des Algorithmus fiir 3-Farbbarkeit korrekt.

Betrachten wir die Grundidee des Beweises. Um fiir ein Minimierungsproblem
IT wie dem Féarbungsproblem ein Nichtapproximierbarkeitsresultat zu erhalten,
machen wir folgendes. Wir nehmen eine NP-vollstindiges Sprache L, im Fall oben
das 3-Férbbarkeitsproblem, und versuchen eine Abbildung zu konstruieren, die
x € L auf Instanzen von II mit kleinem Wert abbildet, wihrend die Abbildung
x ¢ L auf Instanzen von II mit relativ grossem Wert abbildet. Auf diese Art ent-
steht zwischen den moglichen Werten von Bildern von x € L und den méglichen
Werten von Bildern von x ¢ L eine Liicke. Um zu entscheiden, ob € L miissen
wir entscheiden, auf welcher Seite dieser Liicke der Wert des Bildes von z liegt.
Hierzu geniigt ein Approximationsalgorithmus. Die Grosse der Liicke bestimmt
dann, wie gut die Approximationsgiite sein muss. Oder im Sinn von Nichtapproxi-
mierbarkeit ausgedriickt, welche Approximationsgiite nicht erreicht werden kann.
Graphisch haben wir diese Idee in Abbildung 8.2 fiir das Fiarbbarkeitsproblem
dargestellt.

x(G) <3m | | x(G) > 4m

Féarbungsproblem

z €L gL
NP-vollsténdige Sprache L

Abbildung 8.2: Erzeugen einer Liicke

8.2 Liickenerhaltende Reduktionen

Der gerade beschriebene Prozess ist aber nicht die einzige Moglichkeit Nichtappo-
ximierbarkeitsresultate zu erzielen. Eine andere Moglichkeit besteht in sogenann-
ten lickenerhaltenden Reduktionen. Diese werden wir jetzt fiir Maximierungspro-
bleme definieren und dann an einem Beispiel erldutern. Fiir Minimierungsproble-
me kann eine analoge Definition gegeben werden.

Definition 8.2.1 FEine liickenerhaltende Reduktion eines Mazimierungsproblems
Iy auf ein Mazximierungsproblem Iy ist ein polynomialzeit Algorithmus R, der als
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Eingabe Instanzen von 11y akzeptiert und dessen Ausgabe Instanzen von Ily sind.
Weiter existieren Funktionen c,c von den natirlichen Zahlen in die natirlichen
Zahlen und Funktionen p,p’ von den natirlichen Zahlen in die reellen Zahlen
< 1, mit den folgenden Eigenschaften

(1) Ist der Wert einer optimalen Lésung von Instanz I € T1; mindestens c(I),
so ist der Wert einer optimalen Lisung der Instanz R(I) € Iy mindestens
¢(R(I)).

(2) Ist der Wert einer optimalen Losung von Instanz I € Iy echt kleiner als
c(I)p(I), so ist der Wert einer optimalen Losung der Instanz R(I) € Il
echt kleiner als ¢ (R(I))p' (R(I)).

Wir nennen eine solche Reduktion dann eine (¢, p,c, p') Reduktion.

Die Bedeutung dieser Definition liegt in den folgenden Beobachtungen. Ange-
nommen wir haben einen Algorithmus A, der fiir eine NP-vollstéindige Sprache
L Elemente z € L auf Instanzen I von I} mit opt(/) > ¢(I) abbildet. Elemente
x ¢ L hingegen werden von A auf Instanzen I mit opt(]) < ¢(I)p(I) abgebildet.
Wie beim Féarbungsproblem kénnen wir dann schliessen, dass es unter P# NP
keinen Approximationsalgorithmus mit Giite < p fiir II; geben kann. Denn mit
einem solchen konnte zwischen den Féllen x € L und = ¢ L entschieden werden.
Die Existenz einer (¢, p,c, p') Reduktion R zeigt dann aber auch, dass es keinen
Approximationsalgorithmus mit Giite < p' fiir I, geben kann. Dies sieht man wie
folgt. Mit einem Approximationsalgorithmus fiir [1s mit Giite < p’ kann zwischen
den Fillen opt(I) > ¢/(I) und opt(l) < ¢(I)p'(I) fiir Instanzen von Il entschie-
den werden. Nach Definition einer liickenerhaltenden Reduktion sehen wir, dass
dann zwischen den Fillen opt(/) > ¢(I) und opt(I) < ¢(I)p([) fiir Instanzen von
IT; entschieden kann. Wir wir gesehen haben, liefert dieses einen polynomiellen
Algorithmus fiir die NP-vollstdndige Sprache L.

In Abbildung 8.3 ist diese Ueberlegung graphisch dargestellt. Wir werden nun
eine liickenerhaltende Reduktion von Max-3-SAT nach Unabhingige Menge be-
schreiben. Hierbei ist Max-3-SAT die Optimierungsversion von 3-SAT. Das heisst,
gegeben eine Formel ¢ in 3-konjunktiver Normalform, dann ist eine Belegung der
Variablen in ¢ gesucht, die eine moglichst grosse Anzahl der Klauseln in ¢ erfiillt.
In unserer liickenerhaltenden Reduktion wird die Funktion ¢ die Anzahl der Klau-
seln in der Booleschen Formel ¢ zdhlen, ¢ wird einfach die Anzahl der Knoten
in einem Graphen dividiert durch 3 sein. p wird die konstante Funktion 1 — €
sein, € > 0 beliebig. p' wird ebenfalls die konstante Funktion (1 — €) sein. Den
Algorithmus, der eine Formel ¢ in 3-konjunktiver Normalform in einen Graphen
iberfiihrt, haben wir bereits im Abschnitt {iber NP-Vollstdndigkeit kennengelernt
(siehe Seite 17). Hier deshalb nur eine kurze Wiederholung.

Wir nehmen an, dass jede Klausel C; von ¢ genau 3 Literale [;1, [;o, ;3 enthélt.
Durch Kopieren von bereits vorhandenen Literalen kann dieses immer erreicht
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opt(I') < c(I")p' (1) opt(I') > e(I")

Maximierungsproblem II»

opt(I) < c(I)p(I) opt(I) > c(1)

Maximierungsproblem II;

&L | z €L
NP-vollstéindige Sprache L

Abbildung 8.3: Erhalten einer Liicke

werden. Fiir jedes Literal /;; konstruieren wir im Graphen G einen Knoten. Die
Knoten, die den Literalen in einer Klausel entsprechen, sind durch eine Kante ver-
bunden. Ausserdem verbinden wir Knoten, die den Literalen [;,, [;; entsprechen,
durch eine Kante, wenn [;; = —l;;.

Ist m die Anzahl der Klauseln in ¢ so ist 3m die Anzahl der Knoten im konstru-
ierten Graphen GG. Wir sahen bereits im Abschnitt iiber NP-Vollstandigkeit, dass
eine Formel ¢ fiir die alle m Klauseln gleichzeitig erfiillbar sind, in einen Graphen
iiberfithrt wird, der eine unabhéngige Menge der Gosse m besitzt. Andererseits
kann man auch leicht zeigen, dass eine unabhingige Menge der Grosse > (1—¢)m
zu einer Belegung der Variablen in ¢ fiihrt, die > (1 — €)m viele Klauseln erfiillt.
Denn eine unabhéngige Menge kann aus einem Dreieck, dass einer Klausel ent-
spricht, nur ein Element enthalten. Eine unabhéingige Menge der Grosse (1 — €)
enthilt also Knoten, die Literalen aus (1 — €)m vielen Klauseln entsprechen. Kei-
ne zwei Literale, die den Knoten aus der unabhingigen Menge entsprechen, sind
Negationen voneinander. Daher gibt es eine Belegung der Variablen, die all diese
Literale erfiillt. Dann aber sind auch die (1 — €) vielen Klauseln, aus denen diese
Literale stammen, erfiillt. Damit ist dieses also die angekiindigte liickenerhaltende
Reduktion, mit p = p' = (1 —¢).

Diese Reduktion liefert uns nur dann ein Nichtapproximierbarkeitsresultat fiir
Unabhéngige Menge, wenn wir zeigen konnen, dass es ein € > 0 gibt, so dass Max-
3-SAT nicht mit Giite (1 — €) approximiert werden kann. Dieses ist die Aussage
des néchsten Satzes, den wir erst im nichsten Abschnitt beweisen werden.

Satz 8.2.2 Es gibt eine Konstante € > 0 und einen polynomiellen Algorithmus
A, der als Fingaben Boolesche Formeln ¢ akzeptiert und diese auf Boolesche
Formeln R(p) in 3-konjunktiver Normalform abbildet, so dass

(1) Ist @ erfillbar, so sind alle Klausel von R(p) erfillbar.

86



(2) Ist ¢ nicht erfillbar und enthdlt R(¢) m Klauseln, so sind nur (1 — €)m
dieser Klauseln gleichzeitig erfillbar.

Hieraus erhalten wir

Korollar 8.2.3 Mit demselben € wie in Satz 8.2.2 gilt: Vorausgesetzt P#NP, gibt
es keinen Approzimationsalgorithmus mit Gite > (1 — €) fir Max-3-SAT.

Beweis: Hier der Beweis, um noch einmal die Konzepte zu verdeutlichen. An-
genommen, ein Approximationsalgorithmus A mit Giite > (1 — €) existiert. Um
zu entscheiden, ob eine gegebene Formel ¢ erfiillbar ist, wenden wir A auf R(yp)
an, wobei R der Algorithmus aus Satz 8.2.2 ist. Ist m die Anzahl der Klauseln
in R(p) und liefert A, dass mehr als (1 — €)m viele dieser Klauseln gleichzeitig
erfiillt werden konnen, so geben wir aus, dass ¢ erfiillbar ist. Sonst geben wir aus,
dass ¢ nicht erfiillbar ist.

Die Antwort dieses Algorithmus ist immer korrekt, denn fiir eine nicht erfiillbare
Formal ¢ sind ja hochstens (1 — €)m der Klauseln in R(y) gleichzeitig erfiillbar.
Andererseits liefert eine erfiillbare Formel ¢ eine Formel R(y) bei der ebenfalls

alle Klausel gleichzeitig erfiillbar sind. Algorithmus A muss dann ausgeben, dass
mehr als (1 — €)m Klauseln erfiillbar sind.

Mit unserer liickenerhaltenden Reduktion von Max-3-SAT auf Unabhingige
Menge sehen wir also, dass auch fiir Unabhéngige Menge kein Approximations-
algorithmus mit Giite (1 — ¢) existiert. Eine Ubungsaufgabe ist es zu zeigen, dass
es fiir Unabhéngige Menge ein Approximationsschema gibt, wenn es nur einen
Approximationsalgorithmus mit konstanter Giite gibt. Wir haben aber gerade
gesehen, dass es ein Approximationsschema fiir Unabhéngige Menge nicht gege-
ben kann. Wir erhalten also

Satz 8.2.4 Fiir keine Konstante r < 1 existiert ein Approzimationsalgorithmus
mat Gite r fiir Unabhéngige Menge, es sei denn P=NP.

Die Nichtapproximierbarkeit von Unabhéngige Menge ist sogar noch dramati-
scher. Es kann gezeigt werden, dass es fiir kein € > 0 einen Approximationsal-
gorithmus mit Giite 1/n'~¢ fiir Unabhingige Menge geben kann. Hier ist n die
Anzahl der Knoten des Eingabegraphen. Diese Resultat ist allerdings sehr schwer
zu beweisen.

8.3 Das Oeffnen der Liicke

In diesem Teilabschnitt werden wir den schon oben formulierten Satz 8.2.2 bewei-
sen, der uns eine liickenerzeugende Reduktion von SAT auf Max-3-SAT liefert.
Genauer, wir werden zeigen, dass es ein € > 0 gibt und eine Funktion R, die
SAT-Instanzen ¢ auf Max-3-SAT-Instanzen abbildet, mit den folgenden Eigen-
schaften.
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1. Ist ¢ erfiillbar, so sind alle Klauseln in R(¢p) erfiillbar.

2. Ist ¢ nicht erfiillbar, so sind weniger als (1 —e)m Klauseln von R(yp) erfiillt,
m die Anzahl der Klauseln in R(¢p).

Es folgt dann, dass es keinen Approximationsalgorithmus fiir Max-3-SAT mit
Giite 1 — ¢ geben kann. Insbesondere existiert also kein Approximationsschema
fiir das Problem.

Das Haupthilfsmittel sind PCP (probabilistically checkable proofs), die eine Ver-
allgemeinerung von NP definieren.

Definition 8.3.1 Sei L C {0,1}* eine Sprache. Ein (r(n), q(n))-Verifizierer fir
L ist ein polynomieller Algorithmus V' mit folgenden Eigenschaften.

(i) V' hat als Eingabe einen Bindrstring x und einen ‘Beweis’ I fir x € L.
Die Ausgabe ist entweder ‘v € L’ (V akzeptiert) oder ‘v ¢ L’ (V akzeptiert
nicht).

(i1) Falls |x| = n, so verwendet V- O(r(n)) zufdillige Bits und liest O(q(n)) Bits
des Beweises 11 (die Positionen der gelesenen Bits werden durch die Werte
der zufilligen Bits bestimmt).

(i1i) Falls x € L, so existiert ein Beweis I1 mit der Eigenschaft, dass V' immer
(mit Wahrscheinlichkeit 1) akzeptiert.

(iv) Falls x ¢ L, so gilt fir alle Beweise II, dass V' mit Wahrscheinlichkeit
hdchstens 1/2 akzeptiert.

Ein solcher Verifizierer funktioniert also ganz dhnlich wie der Verifizierer, den wir
fiir eine Sprache in NP gefordert haben (Definition 2.0.3). Er ist allerdings all-
gemeiner in dem Sinn, dass er Zufallsbits benutzen darf (NP-Verifizierer diirfen
das nicht), ‘c ¢ L’ nur mit gewisser Wahrscheinlichkeit erkennen muss (NP-
Verifizierer diirfen sich nie irren), und auf eine vorgegebene Zahl von Beweis-
bits eingeschrinkt werden kann (NP-Verifizierer konnen auf alle Bits zugreifen).
Die Fehlerwahrscheinlichkeit ist iibrigens weitgehend beliebig, 1/2 wurde nur aus
Bequemlichkeit gew#hlt. Durch mehrmaliges Wiederholen des Verifikationsalgo-
rithmus V' kann die Akzeptanzwahrscheinlichkeit im Fall x ¢ L beliebig klein
gemacht werden.

So wie man NP als die Menge aller Sprachen definiert, die einen Verifizierer im
NP-Sinne haben, kann man auch (r(n), ¢(n))-Verifizierer als Basis nehmen.

Definition 8.3.2 PCP(r(n), q(n)) ist definiert als die Menge aller Sprachen, die
einen (r(n), q(n))- Verifizierer besitzen.

Nun haben wir folgende Beobachtung, die ziemlich direkt aus dem oben Gesagten
folgt.
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Beobachtung 8.3.3 NP = PCP(0, poly(n)) := ,—, PCP(0,n¥).

Erlauben wir also keine Zufallsbits, dafiir aber polynomiell viele Beweisbits, so
erhalten wir genau die NP-Verifizierer, denn die Fehlerwahrscheinlichkeit muss in
diesem Fall 0 oder 1 sein; da wir wissen, dass sie hochstens 1/2 ist, kommt nur
noch 0 in Frage, der Verifizierer irrt sich also nie.

Die Basis aller Nichtappropximierbarkeitsergebnisse ist nun die folgende alter-
native Charakterisierung von NP mit Hilfe von PCP, die 1992 von Arora et. al.
gefunden wurde.

Satz 8.3.4 NP = PCP(logn,1).

Dies bedeutet, dass alle Sprachen in NP einen Verifizierer haben, der nur kon-
stant viele Beweisbits liest, und trotzdem mit hoher Wahrscheinlichkeit zwi-
schen ‘z € L’ und = ¢ L’ unterscheiden kann. Dazu bendotigt er O(logn) Zu-
fallsbits. Dies ist sehr iiberraschend und intuitiv sicher nicht klar. Die Inklu-
sion NP C PCP(logn,1) ist auch sehr schwer zu zeigen; die andere Richtung,
PCP(logn,1) C NP ist allerdings leicht, und wir werden sie hier skizzieren.

PCP(logn,1) C NP. Sei V ein (logn,1)-Verifizierer fiir eine Sprache L. Ver-
wendet V' clogn Zufallsbits fiir konstantes ¢, so kann V' durch 2¢18" = n¢ viele
deterministische Algorithmen simuliert werden, von denen jeder einer méglichen
Belegung der Zufallsbits entspricht. Jeder dieser Algorithmen hat polynomielle
Laufzeit und liest O(1) Beweisbits. Ein NP-Verifizierer fiir L kann nun wie folgt
erhalten werden: fiir gegebenes x ldsst man alle n® deterministischen Ausprégun-
gen von V nacheinander ablaufen; dies kostet nur polynomielle Zeit. Ist x € L,
so akzeptieren alle Ausprigungen, und die Antwort ist ‘x € L’. Im Fall x ¢ L
akzeptieren nach Definition von V' hochstens die Hélfte aller Auspriagungen. Ins-
besondere gibt es also eine Ausprigung, die nicht akzeptiert, und sobald eine
solche zu ihrem Ergebnis kommt, wird ‘z ¢ L ausgegeben.

Wir haben damit aus V' einen deterministischen polynomiellen Verifizierer fiir L
gebastelt, also ist L € NP.

Die Charakterisierung von NP mittels PCP wird es uns nun erlauben, die liicken-
erzeugende Reduktion von SAT auf Max-3-SAT durchzufiihren. Als Zwischen-
schritt reduzieren wir dafiir zunéchst jede SAT-Instanz auf eine Instanz des Pro-
blems Max-k-Function-SAT, welches im Folgenden definiert wird und eine enge
Beziehung zu PCP hat.

Problem 8.3.5 (MAX-k-FUNCTION-SAT) Gegeben sind m Boolesche Funktio-
nen fi,..., fm n jeweils k Variablen aus einer n-elementigen Variablenmenge
Z1,..., 2, (k ist eine Konstante). Jede Funktion ist durch ihre Wahrheitstabelle
der Grisse 2% gegeben, die fiir jede Belegung der k Variablen den Funktionswert
angibt.
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Gesucht ist eine Belequng der Variablen x1,...,x,, die die Anzahl der Funktio-
nen mit Wert true mazimiert. (Eine Funktion mit Wert true nennen wir auch
erfiillt, um nahe an der SAT-Terminologie zu bleiben.)

Hier ist nun die Reduktion SAT — Max-k-Function-SAT. Sei ¢ eine SAT-Formel.
Wir konstruieren dann eine Max-k-Function-SAT-Instanz R, (¢), wobei k die An-
zahl der von einem festen (logn, 1)-Verifizierer V' fiir SAT gelesenen Beweisbits
ist. (Damit ist k& wirklich eine Konstante.) O.B.d.A. konnen wir annehmen, dass
jeder von V verarbeitete Beweis 11 Lange N := kn® fiir eine Konstante c hat, denn
wie schon oben beobachtet, gibt es hochstens n® deterministische Auspriagungen
von V', von denen jede auf maximal k Bits zugreift. Potentiell kann damit auf
hochstens N Bits des Beweises iiberhaupt zugegriffen werden, so dass wir den
Beweis auf diese Bits komprimieren kénnen.

Die Variablen von R;(¢) sind nun z1,...,zy, mit der Interpretation, dass jede
Belegung der Variablen einem moglichen Beweis entspricht (dabei identifizieren
wir das Bit 0 mit dem Wert false und 1 mit dem Wert true).

Die Funktionen f; werden durch die moglichen Auswahlen der clogn Zufallsbits
definiert, wobei wir jede Auswahl mit einer Teilmenge S C {0, 1}¢!°¢™ identifi-
zieren konnen (S enthélt die Positionen der mit 1 belegten Zufallsbits). Fiir eine
solche Auswahl S seien i, (S), ..., (S) die Positionen der von V' gelesenen Bits
in II, b(i) der Wert des Bits an Position ¢. Dann definieren wir die Funktion

true, falls V akzeptiert fiir b(i,(S)) = by, 0 =1,...,k
fS(b17 ceey bk) -

~ | false, sonst

fs codiert also, wie sich V' bei festen Zufallsbits S verhilt, abhéngig davon, was
an den gelesenen Stellen des Beweises steht.

Die Wahrheitstabelle von fg kann berechnet werden, indem wir V fiir alle 2%
moglichen Tupel (by,...,bt) an den Stellen 4;(S5),...,ix(S) laufen lassen (und
dabei die Zufallsbits festhalten). Da k konstant und die Laufzeit von V' poly-
nomiell ist, kann die Tabelle in polynomieller Zeit berechnet werden. Da es nur
2¢loem — pe Mengen S gibt, kann die Max-k-Function-SAT-Instanz R, (¢) also in
polynomieller Zeit erzeugt werden.

Nun gilt (einfach nach Konstruktion und Definition des Verifizierers) folgendes.

(i) Falls ¢ erfiillbar ist, so gibt es eine Belegung der xy,...,zx (einen Beweis
IT), die alle Funktionen fg in R;(yp) erfiillt (V' akzeptiert immer).

(ii) Falls ¢ nicht erfiillbar ist, so gilt fiir alle Belegungen von xq,...,zy (alle
Beweise II), dass hochstens die Hélfte aller Funktionen fs von Ry () erfiillt
sind (V' akzeptiert mit Wahrscheinlichkeit hochstens 1/2).

Wir haben also eine liickenerzeugende Reduktion, wobei die Liicke daher kommt,
dass V' entweder immer oder nur in der Hélfte der Félle akzeptiert.
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Um die zu Beginn angekiindigte Reduktion auf Max-3-SAT zu erhalten, benoti-
gen wir nun noch eine liickenerhaltende Reduktion Ry von Max-k-Function-SAT
auf Max-3-SAT. Die Komposition von R; auf Ry liefert dann die gewiinschte
Reduktion R.

Sei also I eine Instanz von Max-k-Function-SAT, mit N Variablen x4, ..., xx und
m Funktionen fi,..., f,, (in unserem Fall ist m = n®).

Schritt 1. Wir erzeugen zunichst eine MAX-k-SAT Instanz, indem wir jede
Funktion f; auf eine k-SAT-Formel F; abbilden und die Instanz I dann auf

m

Ry(I) == )\ Fi.

=1

Dies ist dann auch eine k-SAT-Formel und damit eine MAX-£-SAT-Instanz.

Zur Konstruktion von F; betrachten wir alle moglichen Belegungen by, ..., b, der
Variablen z;,,...,x; in der Funktion f;, fir die
fi(b17 e 7bk) - f

gilt, und erzeugen fiir diese eine Klausel

Ci(b1y - bg) = L1V -V Uy,

wobei
0 — Lij s falls bj = f
J -z, falls b, =w
J
Dann gilt, dass C;(b1, ..., b) genau dann nicht erfiillt ist, wenn z;; = b; fiir alle

j gilt. Die Formel F; ist nun die Konjunktion

-F1i = /\ Ci(bla"'abk)a
bl7--'7bk7fi(b17"'7bk):f

und es gilt dass F; genau dann nicht erfiillt ist, wenn f; nicht erfiillt ist. Fiir jede
Belegung gilt also, dass die Anzahl erfiillter Funktionen f; in I gleich der Anzahl
erfiillter Formeln F; in R} (1) ist.

Zur Liickenerhaltung gilt dann folgendes.

(i) Sind in I alle Funktionen erfiillt, so sind in R} (7) alle Klauseln C;(by, . .., bg)
erfiillt.

(ii) Fallsin I mehr als m/2 aller Funktionen nicht erfiillt sind, so sind in R},(1)
mehr als m/2 der F; und damit mehr als m/2 der Klauseln C;(by, ..., bg)
nicht erfiillt (denn wenn F; nicht erfiillt ist, so gilt dies fiir mindestens
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eine definierende Klausel). Mit anderen Worten, von den hchstens m2*
Klauseln in R, (I) sind mehr als m/2 nicht erfiillt, d.h. es sind héchstens

1
m2F —m/2 = (1 — W) m2F
Klauseln erfiillt.

Das heisst, bei der Reformulierung von Max-k-Function-SAT in MAX-k-SAT wird
die Liicke zwar wesentlich kleiner, sie ‘iiberlebt’ aber: in R, ([) ist ein Anteil von

hoéchstens

1
L= 9k+1

aller Klauseln erfiillbar, falls in I hochstens die Hélfte aller Funktionen erfiillbar
waren.

Zur endgiiltigen Reduktion auf Max-3-SAT definieren wir nun noch eine (natiirlich
liickenerhaltende) Reduktion RY von MAX-k-SAT auf Max-3-SAT.

Dazu betrachten wir eine Klausel

Ci(bl,...,bk)zél\/"'\/ék

von R)(I) und ersetzen diese durch eine Konjunktion von & — 2 Klauseln mit 3
Literalen, wie folgt.

Di(bl, ceey bk) = (Zl V 62 \Y Zl) A (_|2’1 V 63 V Zg) VANRRIVAY (_|Zk74 V ék,g V Zkfg)
A (_|Zk_3 V gk—l \Y gk)

Die z; sind dabei neue Variablen, die wir exklusiv fiir die Klausel C;(by,. .., by)
einfithren.
Es gilt:

(i) Falls C; erfiillt ist, so existiert eine Belegung der z;, so dass auch D; erfiillt
ist.

(i) Falls C; nicht erfiillt ist, so ist auch D; nicht erfiillt, fiir jede Belegung der
Zje

Es folgt, dass fiir feste Belegung die Anzahl der erfiillten Klauseln C;(by, . .., bg) in
RY,(I) gleich der Anzahl der erfiillten Formeln D;(by, ..., b;) in Ry(I) ist, wobei
wir Ry(I) aus R,(I) erhalten, indem wir jede Klausel C;(by,...,bx) durch die
Formel D;(by,...,bx) ersetzen (dies ist genau die Reduktion RY]). Da diese aus
k — 2 Klauseln besteht, hat Ry(I) nun (k — 2)m2F Klauseln, und beziiglich der
Liickenerhaltung gilt folgendes.

(i) Fallsin I alle Funktionen erfiillt sind, so sind in Ry (/) alle Klauseln erfiillt.
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(ii) Fallsin I mehr als m/2 aller Funktionen nicht erfiillt sind, so sind in Ry(1)
mehr als m/2 der D; und damit mehr als m/2 der Klauseln nicht erfiillt
(denn wenn D; nicht erfiillt ist, so gilt dies fiir mindestens eine definierende
Klausel). Mit anderen Worten, von den hochstens (k — 2)m2* Klauseln in
Ry(I) sind mehr als m/2 nicht erfiillt, d.h. es sind hichstens

(k —2)m2¥ —m/2 = (1 — m> (k — 2)m2*

Klauseln erfiillt.

Das heisst, wenn in I hochstens die Hélfte aller Funktionen erfiillbar ist, so ist in
der Max-3-SAT-Instanz Ry(I) hochstens ein Anteil von

1

1 — =
(k — 2)2k+1

aller Klauseln erfiillt. Da k konstant ist, erhalten wir die gewiinschte Liicke und
konnen diesen Teilabschnitt in folgendem Satz zusammenfassen.

Satz 8.3.6 Fulls es fir SAT einen (logn,1)-Verifizierer gibt, der hichstens k
Beweisbits liest, so ist Maz-3-SAT nicht auf einen Faktor von

1

1=
(k — 2)2k+1

approzimierbar.

Man kann zeigen, dass es einen Verifizierer gibt, der mit 11 Beweisbits auskommt,
so dass sich eine explizite Schranke fiir die Approximierbarkeit ergibt. Diese liegt
allerdings sehr knapp unter 1. Mit einer komplizierteren Anwendung der PCP-
Methode kann man zeigen, dass Max-3-SAT nicht auf einen Faktor iiber 7/8
approximierbar ist. Dieses Ergebnis ist dann optimal, denn einen Algorithmus
mit (erwartetem) Faktor 7/8 erhalten wir mittels des Algorithmus Random-Sat.

8.4 Uebungen

Uebung 8.1 Fiir einen Graphen G bezeichnen wir mit i(G) seine Unabhdngig-
keitszahl, d.h. die Grosse einer grossten unabhingigen Menge in G. Zeige, dass
fiir das Produkt G = G, x G5 zweier Graphen die Unabhébgigkeitszahl gegeben
ist durch i(G) = i(G;)i(Gs).

Uebung 8.2 Benutze Uebung 8.1, um zu zeigen, dass es fiir Unabhéngige Menge
ein Approximationsschema gibt, wenn es fiir Unabhéngige Menge einen Appro-
ximationsalgorithmus mit konstanter Giite r gibt.
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Kapitel 9

Musterlésungen zu den
Uebungen

Musterlosung zu Uebung 1.1 Zu analysieren ist der Approximationsalgo-
rithmus Next Fit zum Packen von Umszugskartons. Dieses Problem ist in der
Literatur als das Bin Packing Problem bekannt.

Seien Ki,..., K, die Umzugskartons in der Reihenfolge, wie sie von Next Fit
gepackt werden. Fiir j = 1,...,m bezeichne g; die “Fiillhohe” von Kj, also die
Summe der Grossen aller in K; gepackten Umzugsgiiter. Hier ist das entschei-
dende Lemma.

Lemma 9.0.1 Firj=1,...,m—1 gilt g; + gj+1 > 1.

Beweis: Angenommen, g; + gj41 < 1. Sei G; das erste Umzugsgut, das von
Next Fit in den Karton K;;; gepackt wurde. Wegen a; < g;41 gilt dann aber
gj +a; <1, G; hiitte also noch in K; gepasst, Widerspruch.

Nun benétigen wir noch folgende Beobachtung, die uns eine untere Schranke fiir
die minimal mé&gliche Anzahl opt der Umzugskartons gibt. Es gilt ndmlich

m
opt > Y g;,
j=1

weil natiirlich mindestens soviele Kartons benotigt werden, wie die Gesamtgrosse
der Umzugsgiiter betrigt. Nun konnen wir wie folgt argumentieren.

m m—1
20t >2) g5 = g1+ gm + (g5 + gjr1) >m—1,
=1 =1

woraus m < 2opt + 1 folgt.! Da m und opt ganze Zahlen sind, gilt sogar
m < 2opt,

!Diese Ableitung gilt fiir m > 1. Im Fall von m = 1 ist die Aussage offensichtlich.
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womit gezeigt ist, dass Next Fit Approximationsgiite 2 hat.

Musterlosung zu Uebung 2.1

zu (a) Wir konstruieren eine Reduktion von Unabhéngige Menge auf vertex
cover. Gegeben eine Instanz von Unabhéngiger Menge, d. h. ein Graph
G = (V,E) und eine Schranke K, betrachte die Instanz von vertex cover
mit demselben Graphen G und der Schranke n — K, wobei n die Anzahl
der Knoten von G ist.

Es gilt: W C V ist ein vertex cover von G genau dann, wenn V\W eine un-
abhéingige Menge ist. Denn wéren zwei Knoten aus V\W noch durch eine
Kante e verbunden, wire W kein vertex cover, die Kante e wére nicht abge-
deckt. Umgekehrt, ist V\W eine unabhingige Menge, miissen alle Kanten
von GG mindestens einen Endpunkt in W haben, also ist W ein vertex cover.

Aus dieser Beobachtung folgt, das G ein vertex cover der Grosse K besitzt
genau dann, wenn G eine unabhéngige Menge der Grosse n — K besitzt.

Die Reduktion kann in polynomieller Zeit berechnet werden, da nur K von
n abgezogen werden muss.

zu (b) Wir konstruieren wiederum eine Reduktion auf Unabhingige Menge. Ist
G = (V,E) gegeben, so konstruiere G = (V', E') wie folgt: V = V' und
{i,j} € E',i,j € V genau dann, wenn {7, j} ¢ E. Einer Klique der Grosse
K in G entspricht eine unabhingige Menge der Grésse K in G. Durch
eine Schleife {iber alle moglichen (;) Kanten kann G in polynomieller Zeit
konstruiert werden.

Musterlésung zu Uebung 2.2 Sei A ein polynomieller Algorithmus fiir das
Entscheidungsproblem Unabhéngige Menge. Bei Eingabe G = (V| E) kann die
Grosse einer optimalen unabhéingigen Menge bestimmt weren, indem wir mit
Hilfe von Algorithmus A fiir £ = 1,...,|V| bestimmen, ob es eine unabhéngige
Menge der Grosse > k gibt. (Etwas besser geht es durch binéire Suche nach der
Grosse der optimalen unabhéngigen Menge.)

Damit haben wir einen polynomiellen Algorithmus B fiir die Berechnung der
Grosse einer optimalen unabhéngigen Menge. Wir zeigen nun noch, wie mit die-
sem Algorithmus auch eine optimale unabhingige Menge in G = (V, E') gefunden
werden kann. Wir setzen V = {1,...,|V]|}.

Algorithmus 9.0.2  Bestimmung einer optimalen unabhdngigen Menge

U=10
Berechne mit B die Grésse K der optimalen unabhéngigen Menge in G.
WHILE K # 0 DO
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FOR i =1 TO |V| DO
V =V\{i}.
Entferne aus E die zu 7 inzidenten Kanten
Mit Algorithmus B berechne die Grosse m einer optimalen
unabhéngigen Menge in G = (V| E).
IF m = K — 1 THEN
U=UU{i}, K. =K -1
END
END
END
Gib U aus.

Da B eine polynomieller Algorithmus sein soll, wird auch der oben beschriebene
Algorithmus polynomiell sein. Die [F-Schleife stellt sicher, dass wir nur dann
den Knoten ¢ nicht zu U hinzunehmen, wenn es auch eine optimale unabhéngige
Menge gibt, die ¢ nicht enthélt.

Musterlosung zu Uebung 2.3 Sei G = (V, E) ein Graph. Um die Formel
¢ zu konstruieren, die genau dann erfiillbar ist, wenn G einen Hamiltonschen
Kreis besitzt, fithren wir wie in der Aufgabenstellung beschrieben die Variablen
Tij,0,j = 1,...,|V| ein. Wie ebenfalls in der Aufgabenstellung beschriebn, soll
xi; fiir die Aussage “Der j-te Knoten des Hamiltonschen Kreises ist der Knoten
i” stehen. Die Formel ¢ wird in konjunktiver Normalform sein (allerdings nicht
in 3-konjunktiver Normalform). Es gibt vier verschiedene Arten von Klauseln, die
die folgenden vier notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die Existenz
eines Hamiltonschen Kreises in GG ausdriicken sollen.

(1) Der Knoten ¢ muss auf dem Kreis liegen, i = 1,...,|V].

(2) Der Knoten i darf nicht gleichzitig als j-ter und als k-ter Knoten auf dem
Kreis liegen, i = 1,...,|V].

(3) Irgendein Knoten muss der j-te Knoten auf dem Kreis sein, j =1...,|V].

(4) Ist ¢ der j-te Knoten und k der j 4+ 1-te Knoten auf dem Kreis, so muss
in £ die Kante {i, k} enthalten sein, j = 1,...,|V|. Hier identifizieren wir
|V + 1 und 1, um den Kreis wieder zu schliessen.

Wir konnen (1) mit Hilfe der Variable x;; durch

V]

/\(«Til V Ti2 V...V .Z‘m)
=1

ausdriicken.
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Fiir (2) erhalten wir
V]

/\ /\(_hl‘ij V _‘xz’k)-
i=1 j#k
(3) wird ausgedriickt durch

Vi

/\(xlj \Y Toj V...V xnj)-
7j=1

Um (4) zu erhalten bilden wir

Vi

AN Nz Vo),

{i,k}¢E j=1

hierbei sind |V| 4 1 und 1 zu identifizieren.

Die Formel ¢ erhalten wir schliesslich, indem wir die Formeln fiir (1)-(4) durch A’s
verbinden. Dass diese Formel genau dann erfiillt ist, wenn G einen Hamiltonschen
Kreis bestizt, folgt aus der Tatsache, dass (1)-(4) hinreichend und notwendig fiir
die Existenz eines Hamiltonschen Kreises sind.

Musterlosung zu Uebung 3.1 Sei G = (V, E) ein Graph. Fiir v € V' bezeich-
ne mit deg(v) den Grad des Knoten v € V, also die Anzahl der zu v inzidenten

Kanten. Es gilt
D> deg(v) =2|E],
veV

wobei |E| die Anzahl der Kanten ist. Um die Gleichung zu beweisen, beobachte
man, dass in der Summe auf der linken Seite jede Kante e € E zweimal gezéhlt
wird, einmal fiir jeden der beiden Knoten zu denen e inzident ist.

Als Konsequenz dieser Gleichung erhalten wir, dass ), ., deg(v) eine gerade
ganze Zahl ist. Da die Knoten mit geradem Grad einen geraden Anteil zur Summe
> pey deg(v) beitragen, muss dieses auch fiir die Knoten mit ungeradem Grad
gelten. Daraus folgt, dass es eine gerade Anzahl von Knoten ungeraden Grades
gibt.

Musterlosung zu Uebung 3.2 Wir zeigen zunichst, dass die Bedingungen
hinreichend sind, dass sie also die Existenz eines Eulerkreise garantieren. Sei
G also ein zusammenh#ngender Graph, in dem jeder Knoten geraden Grad hat.
Beginne an einem beliebigen Knoten v des Graphen mit einem Pfad. Entferne jede
Kante des Graphen, die durchlaufen wird. Falls dieser Pfad nicht weitergefiihrt
werden kann, muss er in v enden (gerader Grad jedes Knoten). Falls schon alle
Kanten benutzt wurden, ist dieser Pfad ein Eulerkreisreis. Sonst betrachte den
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iibriggebliebenen Graphen. Da der Graph zusammenhingend ist, muss es noch
einen Knoten auf dem ersten Pfad geben, aus dem noch eine Kante hinausfiihrt.
Starte nun wie vorher einen Pfad an diesem Knoten, und l6sche alle benutzten
Kanten. Dieser Pfad muss wieder am Anfangsknoten enden. Daher konnen die
beiden Pfade zu einem einzigen Pfad verbunden werden. Falls dieser Pfad noch
kein Eulerkreis ist, kann er wieder wie vorher verldngert werden, bis ein Eulerkreis
konstruiert wurde.

Wir zeigen nun, dass die Bedingungen auch notwendig sind, d.h., dass sie von
der Existenz eines Eulerkreises impliziert werden. Offensichtlich ist ein Graph
G mit einem Eulerkreis zusammenhéngend. Wir miissen noch zeigen, dass jeder
Knoten v € V geraden Grad besitzt. Sei K eine Eulerkreis. Starte mit einem
Durchlauf der Kanten von G an einem Knoten w # v. Jedesmal wenn der Kreis
den Knoten v iiber irgendeine Kante kommend besucht, muss er diesen Knoten
iiber eine andere Kante wieder verlassen. Wir kénnen die Kanten also auf diese
Art zu Paaren zusammenfassen. Dieses zeigt, dass v geraden Grad besitzt.

Musterlosung zu Uebung 3.3 Beweis durch ein Bild. Nehmen wir an, wir
haben eine selbstiiberschneidende Rundreise, wie auf der linken Seite in Abbil-
dung 9.1.

Abbildung 9.1: Kiirzere Rundreise durch Flippen von Kanten

Indem wir die beiden sich schneidenden Kanten durchh die beiden Kanten auf der
rechten Seite ersetzen, erhalten wir wieder eine Rundreise. Nach der Dreiecksun-
gleichung muss diese Rundreise kiirzer sein als die Rundreise auf der linken Seite.
Die Rundreise auf der linken Seite kann daher auf keinen Fall die minimale Rund-
reise sein.

98



Musterlosung zu Uebung 3.4 Nehmen wir an, wir haben einen Schedule, der
nicht so aussieht wie verlangt. Sei ¢ der kleinste Index, so dass J; nicht mit Jo,, ;11
gepaart ist. Dann ist J; mit Jy und Jy,, ;1 mit Jy gepaart, i +1 < k, £ < 2m — 1.
Die vier Jobs J;, Ji, Jom_i+1, J¢s werden dann zum Zeitpunkt

max(di + dk, d2m—z’+1 + dz) = dz + dk

fertig. Aendern wir die Verteilung der Jobs so ab, dass J; mit J,,, ;.1 und Ji mit
Jy gepaart wird, so erhalten wir fiir diese vier Jobs einen Makespan von

max(d; + dom—it1, di + dp).

Nun gilt sowohl
di + dom—ip1 < d;i + dy;

als auch
d + dy < d; + dy,

also ist der Makespan des abgednderten Schedules nicht schlechter als der des
urspriinglichen. Auf diese Weise kénnen nacheinander alle ‘falschen’ Paarungen
beseitigt werden, ohne dass der Makespan ansteigt. Das heisst, es gibt einen
optimalen Schedule, der so aussieht wie verlangt.

Musterlosung zu Uebung 3.5 Man iiberlegt sich leicht, dass SLS die 2km
grossten Jobs so verteilt, dass alle Maschinen gleichzeitig fertig werden, und zwar
zum Zeitpunkt

2km—+r 2km
1 1 1 2km(2k 1
— 3 =Y i+ = —( MEEM D) | omr) = k(2km + 1) + 2kr.
m = 2m — m 2

Die restlichen Jobs erzeugen dann noch eine zusétzliche Laufzeit von r, so dass
sich
opt < C =Fk(2km+1)+2kr +r

ergibt. Nun konnen wir auch leicht die Giite von SLS in diesem speziellen Fall
berechnen. Wir erhalten

C < kQ2km +1) +2kr +r N r— —T(;;Ll)
Pt~ k(2km + 1) + 2kr + "¢t k(2km + 1) 4 2kr + "

Fiir n — oo geht die Giite gegen 1.
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Musterlésung zu Uebung 4.1 Zusammen mit jedem Wert Fj(i),i,5 > 0
speichern wir die Information, ob

Fi(i) = Fj-1(9)

oder
Fj(i) = g; + Fj-1(i — wy)

gilt. Eine der beiden Gleichungen stimmt nach Definition von Fj(i) auf jeden
Fall, und die gesuchte Information kann bei der Berechnung von Fj(i) in Zeit
O(1) erhalten werden. (Falls beide Gleichungen zutreffen, entscheiden wir uns
nach Belieben fiir eine der beiden.)

Im ersten Fall wissen wir (sieche den Beweis der Rekursionsformel fiir Fj(i) im
Skript), dass es eine gewichtsminimale Teilmenge von {1,...,j} mit Wert min-
destens ¢ gibt, die j nicht enthilt, im zweiten Fall gibt es eine solche, die j enthélt.
Um eine Teilmenge S;(i) C {1,...,7} zu finden, die den Wert F}(i) realisiert,
kénnen wir dann die folgende Formel verwenden, die sich direkt aus der vorher-
gehenden Beobachtung ergibt.

(i) = Sj_l(i), falls FJ(’L) = Fj_l(i)
SJ( ) N { Sj—l(i - wj) U {j}a falls F](Z) =Jgj + Fjj_l(’i — wj)

Verwende diese Formel nun zur Berechnung einer global optimalen Menge S =
Sy (opt).

Musterlésung zu Uebung 4.2 Sei A ein polynomieller Approximationsalgo-
rithmus fiir das Rucksackproblem mit additivem Approximationsfaktor £ € N.
Wir werden mit Hilfe von A einen exakten polynomiellen Algorithmus fiir das
Rucksackproblem beschreiben. Dieses wird die Behauptung beweisen.

Sei eine Instanz I des Rucksackproblems gegeben durch die Werte wy, ..., w,,
die Gewichte ¢1,...,¢9, € N und die Gewichtsschranke b. Konstruiere eine neue
Instanz I', indem die Werte w; durch (k + 1)w;, fiir alle ¢ ersetzt werden. Es gilt
opt(I") = (k + 1)opt([), und eine Teilmenge S C {1,...,n}, die eine optimale
Losung fiir I' liefert, liefert auch eine optimale Lésung fiir 1.

Liefert A fiir I' die Losung S mit Gesamtwert W, so gilt opt(I') — W < k. Aber
alle Werte in I’ sind ganzzahlige Vielfache von &k + 1, damit ist auch opt(I’) ein
ganzzahliges Vielfaches von k + 1. Aus opt(I') — W < k folgt daher opt(I') = W
und eine optimale Teilmenge S fiir I ist gefunden. Wie oben schon gesagt, liefert
S dann auch eine optimale Losung fiir /.

Da I’ leicht aus I zu konstruieren ist, liefert dieses einen exakten polynomiellen
Algorithmus fiir das Rucksackproblem.

Musterlosung zu Uebung 4.3 Angenommen, es gibt doch ein Approximati-
onsschema. Dann kénnen wir das Problem mit einem Algorithmus A bis auf einen
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Faktor 1+1/(B+1) (Minimierunsproblem) bzw. 1—1/(B+1) (Maximierungspro-
blem) approximieren. Das bedeutet, fiir jede Instanz eines Minimierungsproblems
gilt

B+1

bei Maximierungsproblemen erhalten wir

opt(I) < A(I) < (1 + L) opt(I) <opt([)+1,

opt(I) > A(I) > (1 _ B%%) opt(I) > opt(I) — 1.

In beiden Féllen folgt aus der Ganzzahligkeit von A([), dass A(I) = opt(])
gelten muss, A ist also ein Algorithmus, der das Problem in polynomieller Zeit
exakt 16st. Im Fall von P#£NP kann das aber nicht sein, also erhalten wir einen
Widerspruch.

Musterlosung zu Uebung 5.1 Der behauptete Partitionssatz ist ganz einfach
zu beweisen, man muss nur die Definitionen verwenden, De Morgan’s Regeln sowie
die Tatsache, dass fiir disjunkte Ereignisse A, ..., A,, stets gilt

Z prob(4;) = prob(U A;).

E(X|B) = prrob({X:xHB)

= > aprob({X =z} N B)/ prob(B)

= prrob ({X =z}N UBz> / prob(B)

= prrob (U({X = 33} N BD) /prob(B)

i=1
n

= > 2 prob({X =z} N B;)/ prob(B)

= Zprrob({X = x}|B;) prob(B;)/ prob(B)

= Zprrob({X = x}|B;) prob(B;| B)

= Zprrob({X = x}|B;) prob(B;| B)
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n

= Y E(X|B;) prob(B;|B).

=1

Musterlosung zu Uebung 5.2 Man iiberlegt sich zunéchst, dass der bedingte
Erwartungswert genau wie der ‘normale’ Erwartungswert linear ist. Dann kénnen
wir fiir jedes Ereignis B

E(X|B) =)  E(XB)

schreiben, wobei X, wieder die 0-1-Indikatorvariable ist, die angibt, ob die /-te
Klausel erfiillt ist. Man erhélt dann nach Definition

E(X,|B) = prob(X;, = 1|B).

Was ist also die Wahrscheinlichkeit, dass Klausel C erfiillt ist, unter der Voraus-
setzung B = {x; = b;,7 = 1,...,4}7 Dazu miissen wir uns die Klausel anschauen.
Enthélt sie ein bereits mit true belegtes Literal x; oder —x;, 7 < 1, so ist diese
bedingte Wahrscheinlichkeit 1. Die mit false belegten Literale kdnnen ignoriert
werden. Nun existieren moglicherweise noch ‘freie’ Literale x; oder —x;,j > 1,
sagen wir f; viele. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass CY erfiillt wird,

genau
1

- 55
nach dem gleichen Argument wie in der Vorlesung. Nun muss nur noch iiber
diese bedingten Wahrscheinlichkeiten aufsummiert werden, um den gesuchten
bedingten Erwartungswert zu erhalten. Das geht offenbar in polynomieller Zeit.

Musterlosung zu Uebung 5.3 Betrachte einen Graphen G = (V) E), die

Knoten seien mit vy, ..., v, durchnumeriert. Der folgende Algorithmus berechnet
einen zufélligen Schnitt in G.
RandomCut:

S:=10

FOR 7 :=1TO n DO
wihle ein Zufallsbit z € {0,1}
IF z =1 THEN
S =5U {Uz}
END
END

Zu zeigen ist, dass dieser Algorithmus erwartete Giite 1/2 hat. Dazu betrach-
ten wir die Zufallsvariable X fiir die Anzahl der Schnittkanten zwischen S und
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V'\ S. Seien die Kanten mit ey, ..., e, durchnumeriert. Dann definieren wir die
Zufallsvariablen

{ 1, falls e; Schnittkante bzgl. S
Xi = .
0, sonst

Es gilt X = > X;, und damit auch

E(X)=) E(X;) = Zprob(Xi =1).

=1

Was ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass eine feste Kante e; = {v;, v} eine
Schnittkante ist? Dies ist genau dann der Fall, wenn v;; € S und v;y € S oder
vi1 € S und v € S gilt. Dies sind zwei disjunkte Ereignisse, jedes von ihnen ist
der Schnitt unabhéngiger Ereignisse. Also gilt

prob(X; =1) = prob(v;; € S)prob(vie € S) + prob(v;; € S) prob(vss € S)
11 11 1

227227 %

Es folgt, dass die erwartete Anzahl von Schnittkanten genau

1 S 1 ;
—m > —o0
2" =3
betriigt, wir haben also eine erwartete Giite von 1/2, wie gefordert.

Die Derandomisierung dieses Algorithmus geht wieder mit bedingten Erwartungs-
werten. Der Ereignisraum besteht aus allen moglichen Schnitten S. B(i,T") be-
zeichne das Ereignis {S | SN {vy,...,v} =T}
DetCut:
T:=10
FOR ¢ :=1 TO n DO
berechne E, := E(X|B(i,T))
berechne E) := E(X|B(i,T U {v;}))
IF E, > E, THEN
T:=TU {Ul}
END
Gib den Schnitt 7" aus
END

Bezeichne T; die Menge T nach der i-ten Iteration, ¢ = 0, ...,n. Dann gilt Ty = ()
und E(X) = E(X|B(0,T})). Ferner ist E(X|B(n,T,)) genau die Grosse des von
DetCut berechneten Schnittes. Wenn wir also zeigen konnen, dass

E(X|B(i,T3)) > E(X[B(i — 1,T;,))
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gilt, so folgt, dass der Schnitt 7" mindestens E(X) Kanten schneidet, also min-
destens m/2. DetCut hat dann Approximationsgiite 1/2.

Dazu konnen wir mit dem Partitionssatz argumentieren. Das Ereignis B(i —
1,T;-,) ist die disjunkte Vereinigung der Ereignisse B(i,7;-1) und B(i,T;—1 U
{v;}). Die bedingte Wahrscheinlichkeit beider Ereignisse unter der Voraussetzung
B(i—1,T; 1) ist jeweils 1/2, weil v; mit gleicher Wahrscheinlichkeit in S ist wie
in V'\ S. Seien Ey und E; die bedingten Erwartungswerte, die in Iteration ¢
berechnet werden. Dann gilt

B(X|BG~1,T; 1)) = SB(X|BG,T )+ 5 E(XIBG T 1 U )

1 1
“E,+-FE
ot o

max(FEy, F1)
= EXIB(,T7)).

IN

Wie berechnet man die bedingten Erwartungen Ey und F; in jeder [teration? Wie
oben ergeben sich diese durch Summation der bedingten Kantenwahrscheinlich-
keiten. Es geniigt also, fiir eine gegebene Kante e die bedingte Wahrscheinlichkeit
dafiir zu berechnen, dass diese Kante eine Schnittkante ist, unter der Vorausset-
zung B(i, R), wobei R = T;_; oder R = T;_; U{v;}. Falls beide Knoten der Kante
e in {vy,...,v;} liegen, so ist mittels R bereits festgelegt, ob e Schnittkante ist,
die bedingte Wahrscheinlichkeit ist also entweder 0 oder 1. Andernfalls ist min-
destens ein Knoten noch ‘frei’, und wie oben kann man sich leicht iiberlegen, dass
die bedingte Wahrscheinlichkeit dann genau 1/2 betrégt.

Aus diesen Uberlegungen folgt auch, dass es fiir den Test *E; > F,’ nicht notig
ist, sdémtliche Kanten zu betrachten. In Schritt ¢ geniigt es, alle zu v; inzidenten
Kanten zu behandeln. Denn fiir jede Kante e, die v; nicht enthélt, gilt

prob(e Schnittkante|B(i,T; 1)) = prob(e Schnittkante|B(i, T; 1 U {v;})),

der Beitrag dieser bedingten Kantenwahrscheinlichkeit ist also in £y und £ gleich
gross und kann demzufolge ignoriert werden. Das gleiche gilt fiir Kanten e =
{vi,v;} mit j > ¢, denn deren bedingte Wahrscheinlichkeit, Schnittkante zu sein,
ist genau 1/2 (weil v; sich erst spéter fiir S oder V'\ S ‘entscheidet’.

Es bleiben also nur noch Kanten e = {v;,v;} mit j < ¢ zur Betrachtung {ibrig.
Fiir diese gilt nun

1, fallsv; € T,y

0, sonst ’

prob(e Schnittkante|B(i,T; 1)) = {

denn das Ereignis B(i,T;_1) impliziert v; ¢ S, also wird e Schnittkante genau
dann, wenn v; € S, und das ist genau dann der Fall, wenn v; € T;_; gilt. Analog
gilt
. ) 1, fallsv; T
prob(e Schnittkante|B(i,T;—1 U {v;})) = { 0. sonst
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Es folgt, dass die erwartete Anzahl von Schnittkanten {v;,v,}, j < i unter der Vor-
aussetzung B(i, T;_1) genau die Anzahl der Nachbarn von v; in T;_; ist, wéhrend
die erwartete Anzahl unter der Voraussetzung B(i,T;_;) gerade i — 1 — |T;_,]
betrigt. E ist also mindestens so gross wie Fy (und v; landet in 7') genau dann,
wenn v; mindestens soviele Nachbarn in {vy,...,v; 1} \7; 1 wie in 7; ; hat. Die-
se Aussage fiihrt dann auch zur geforderten Umformulierung von DetCut ohne
Bezugnahme auf Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte.

DetCut:

T:=10

FOR 7 :=1TO n DO
berechne ng := [{v; | {vi,v;} € E,v; € T}|
berechne ny := [{v; | {v;,v;} € E,v; € {vq,...,v;.1} \ T}
IF n, > ny THEN

T:=TU {Ul}

END
Gib den Schnitt 7" aus

END

Man kann nun auch sehr einfach sehen, dass diese Version einen Schnitt mit
mindestens der Hilfte aller Kanten erzeugt. Dazu muss man nur per Induktion
zeigen, dass der durch T definierte Schnitt nach der i-ten Iteration mindestens
die Hilfte aller Kanten des von {vy,...,v;} induzierten Teilgraphen enthélt, fiir
alle 7.

Musterlosung zu Uebung 6.1 Wir benutzen die Gleichung

Wenden wir diese mit a = 1 —x/k auf die linke Seite der zu zeigende Ungleichung
an, erhalten wir

D) 0D = i ()]

Verwenden wir die obige Gleichung noch einmal mit « = 1 — 1/k, erhalten wir
die behauptete Ungleichung.

Musterlosung zu Uebung 6.2 Sei V = {vy,...,v,},S = {S1,...,Sn} eine

Instanz von Node Cover (NC). Wir konstruieren daraus eine Instanz von Set
Cover (SC) wie folgt. Als Grundmenge nehmen wir S = {Sj,...,S,,}. Als Menge
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W von Teilmengen von S nehmen wir W = {W,...,W,}, wobei W; = {S; €
Slv; € S;}. Fiir jedes v; € V haben wir also genau ein W; in W, bestehend
nédmlich aus den S;, die v; enthalten. Es gilt

UZ'ESj<:>SjEWi.

Wir behaupten nun, dass 7" ein zulissiges node cover fiir das Paar (V, S) ist genau
dann, wenn T ein zuléissiges set cover fiir das Paar (S, W) ist. Dieses ergibt sich
aus der folgende Kette von dquivalenten Aussagen.

T ist node cover fiir (V, S)
= VYy;€eV3IAS; €S:v €S
= VW, e W3S, € S:S; €W,
<= T ist set cover fiir (S, W).

Insbesondere ergibt sich hieraus die Identitéit der Grosse der optimalen Lésungen.
Denn zu einer Losung einer Instanz von SC (NC) kann ja eine gleich grosse Losung
einer Instanz von NC (SC) gefunden werden.

Musterlosung zu Uebung 6.3 Fiir jede Teilmenge S; enthélt das relaxierte
Set Cover die Ungleichung

Z;:0; €S
Da |S;| < f muss in der zuldssigen Losung p, . .., p, mindestens ein p; existieren
mit v; € S; und p; > 1/f. Dann aber wird v; in der Menge H enthalten sein. H
ist also ein zuldssiges set cover.
Setze y; = 1, falls v; in H und y; = 0 sonst, i = 1,...,n. Es gilt >, v; = |H|.
Ausserdem gilt y;/p; < f. Ist y; = 0, so gilt diese Ungleichung offensichtlich.
Ist hingegen y; = 1, so v; € H und p; > 1/f. Dann gilt y;/p; = f. Schliesslich

erhalten wir . . .
H[ = 4 <> foi=1fY_ pi < fopt,
=1 =1 =1

denn die optimale Losung des relaxierten Set Cover ist sicherlich besser als die
des eigentlichen Problems Set Cover.

Musterlésung zu Uebung 6.4 Wir schauen uns die Dimensionen der Un-
terrdume U; und U; des R™ an. Wenn in X mehr als m Werte von Null verschie-
den sind, so hat U; mehr als m ‘freie’ Koordinaten, also

dim(Uy) > m.
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U, ist durch m lineare Einschrinkungen definiert. Geben wir diese nacheinander
zu R" hinzu, verringert sich die Dimension jedesmal héchstens um 1, so dass auf
jeden Fall noch

dim(Uy) > n—m

gilt. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass

gilt, wobei U; @ U, die direkte Summe von U; und Us ist. Da letztere hochstens
Dimension n haben kann, erhalten wir

dim(U; N Us) > 1,

U,;NU, ist also mindestens eine Gerade g. Da g nach Definition den Lésungsvektor

T = (.’I~71,...,.’En)
enthdlt, kann man ¢ in der Form
{r=z2+XNyg—12)| e R}

schreiben, wobei § # 7 ein weiterer Punkt in U;NUs ist, der sich also in mindestens
einer Koordinate von & unterscheidet, sagen wir Z; # ¢;. Ferner muss dann z; # 0
gelten, sonst wire 7; = 0 nach Definition von U; und wir hétten doch z; = ;.
Wiéhlen wir nun _

4

Ji — ¥

so erhalten wir einen Vektor x € U; N Uy mit x; = 0. Dieser hat mehr Null-
eintrdge als  und ist ebenfalls eine optimale Losung, falls er zuléssig ist. Warum?
Weil die ganze Gerade g aus optimalen Losungen bestehen muss, denn gébe es
eine nichtoptimale Losung auf g, so gébe es auch eine Losung mit noch besserem
Zielfunktionswert als # (kann man sich mit leicht &hnlich wie eben iiberlegen), was
ein Widerspruch zur Optimalitdt von Z ist. Es kann nun sein, dass x unzuléssig
ist — das kann aber nur daran liegen, dass wir ‘auf dem Weg’ von = nach xz
entlang g das zuléssige Gebiet verlassen haben. Das bedeutet aber ebenfalls, dass
zwischendurch eine Koordinate z; Null geworden ist, und nehmen wir diesen
Punkt als z, so erhalten wir auch eine zulissige (und damit optimale) Losung
mit mehr Nullen als z.

A=—

Musterlosung zu Uebung 6.5 Da T = (V, E) eine Baum ist, gibt es fiir jedes
der Paare (s;,t;) genau einen Pfad, der s; und ¢; miteinander verbindet. Sein E;
die Menge der Kanten, die auf dem Pfad von s; nach t; liegen. Diese Mengen
konnen mit Hilfe von depth-first search in polynomieller Zeit berechnet werden.

107



Eine Teilmenge F' C E ist genau dann eine zuldssige Losung fiir das Problem
Tree-Multi-Cut ist, wenn FUE; # () fiir alle ¢. Wir fiihren nun eine Variable z, fiir
jede Kante e € E ein. x, = 1 soll bedeuten, dass e in die Menge F' aufgenommen
wird. Dann kann Tree-Multi-Cut wie folgt als ganzzahliges lineares Programm
geschrieben werden.

(Tree-Multi-Cut) minimiere Z:ce

eck

dwe>1, j=1,...k

eck;

z. € {0,1}, e€ E.

unter

Wie gefordert hat dieses Programm polynomielle Grosse.

Musterlosung zu Uebung 6.6 Wir miissen wie im Fall eines Minimierungs-
problems zeigen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Giite der von A berechne-
ten Losung stark von der erwarteten Giite abweicht, nicht zu gross ist.

Im Minimierungsfall konnten wir dazu die Markov-Ungleichung verwenden, die
uns folgende Abschéitzung geliefert hat (X ist die Zufallsvariable fiir den Wert
der Losung bei fester Instanz I).

1
l+¢
Die Idee war dann, den Algorithmus A wiederholt laufen zu lassen, und als Aus-

gabe die beste jemals berechnete Losung zu nehmen. Lassen wir A k-mal laufen,
erhalten wir mit Wahrscheinlichkeit mindestens

1 k
(52
1+e¢

eine Losung mit Wert hochstens (1 + €)E(X). Durch geeignete Wahl von k
(abhéngig von ¢) konnen wir diese Wahrscheinlichkeit beliebig nahe an 1 bringen.
Um das gleiche im Maximierungsfall tun zu kénnen, benétigen wir eine verniinf-
tige obere Schranke fiir

prob(X > (1 +¢)E(X)) < (9.1)

prob(X < (1 - £)E(X)).

Im allgemeinen existiert dafiir aber keine Schranke analog zu (9.1), die nur von
¢ abhéngt. Um dies zu sehen, betrachte die Zufallsvariable

Y:{l,...,n} » R mit Y(i) =0 fiir i <nund Y(n) = 1.
Sind alle 7 € {1,...,n} gleich wahrscheinlich, so gilt £(Y) = 1/n und

prob(Y < (1—-¢)E(Y)) = - 1;

n
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fiir beliebiges ¢ € [0, 1). Das heisst, die Wahrscheinlichkeit kann nicht durch eine
Funktion von ¢ von 1 ‘wegbeschréinkt’ werden. Der Grund besteht darin (wie wir
gleich sehen werden), dass es keine konstante obere Schranke fiir das Verhéltnis
Y/E(Y) gibt, der Erwartungswert also viel kleiner sein kann als der maximale
Wert von Y.

Hier nun ein Lemma, das man als ‘umgekehrte Markov-Ungleichung’ bezeichnen
konnte.

Lemma 9.0.3 Sei X eine nichtnegative Zufallsvariable, wobei X (w)/E(X) < A
fiir alle w aus dem zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraum gelte. Dann gilt

prob(X < (1—e)B(X)) <1 - %.
Beweis: Sei
p :=prob(X < (1 —¢)E(X)).

Dann gilt
E(X) <p(l-e)E(X)+(1-p)M,

wobei M := sup, X (w), denn mit Wahrscheinlichkeit p hat X hochstens Wert
(1 —e)E(X), mit Wahrscheinlichkeit 1 — p hochstens Wert M. Weiter gilt dann

EX)<(1-¢)E(X)+ (1 —-p)M,

was dquivalent zu

eE(X)
<1-
b= M
ist. Aus X (w)/E(X) < A fiir alle w folgt nun E(X)/M > £, und das Lemma
folgt.

Angewendet auf unsere Zufallsvariable X (Giite der von A berechneten Losung)
gilt X < opt(I) und E(X) > dopt([), folglich

X
E(X)

<

Sh| =

Wir bekommen dann
prob(X < (1 —¢)E(X)) <1—¢&4,

was eine Schranke in ¢ ist, da ¢ als konstant angenommen war. Nun koénnen
wir durch wiederholtes Laufenlassen von A wie im Minimierungsfall mit beliebig
hoher Wahrscheinlichkeit eine Losung bekommen, die beliebig nahe am Erwar-
tungswert liegt.
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Musterlosung zu Uebung 7.1 Zunéchst erinnern wir uns dass A genau dann
ein Eigenwert von M ist, wenn det(M — AI) = 0 gilt, wobei I die Einheitsmatrix
ist. Warum? Sei A ein Eigenwert, dann gibt es einen nichttrivialen Vektor v mit

Muv = Ao,

was dquivalent ist zu (M —AI)v = 0. Das heisst, die Matrix M —\[ ist singulér, hat
also Determinante 0. Umgekehrt kénnen wir genauso schliessen. Wenn det(M —
Al) = 0, so gibt es eine nichttriviale Losung v zum Gleichungssytem (M —\[)v =
0, und dieses v ist dann ein Eigenvektor zum Eigenwert .

Hier ist das semidefinite Programm zur Berechnung des kleinsten Eigenwertes ei-
ner positiv semidefiniten Matrix M. Es hat Variablen A und a;;, zusammengefasst
in einer Matrix A.

(SDP) maximiere A
unter

A positiv semidefinit
A=M — M.

Die Bedingungen A = M — AI sind offenbar lineare Bedingungen in A und den
Variablen a;;. Zunéchst iiberlegen wir uns, dass dieses Problem iiberhaupt eine
maximale Losung besitzt, A also nicht beliebig gross werden kann. Dazu betrach-
ten wir einen Vektor x # 0 und den Wert

o' Ar = 3" Mz — 2|

Wihlen wir \ nur gross genug, so gilt 7 Az < 0, und A ist nicht mehr positiv
semidefinit. A ist also beschrinkt. Nun gilt

Lemma 9.0.4 Sei \* die optimale Lisung von SDP. Dann ist \* der kleinste
Eigenwert von M.

Beweis: Wir haben folgende einfache Tatsache. p ist genau dann ein Eigenwert
von M, wenn p — A ein Eigenwert vom M — AI ist. Dies folgt sofort aus

Mv =< (M- N)v=(u—Nwv.

Ferner ist \* das maximale A, so dass alle Eigenwerte von M — AI nichtnegativ
sind (denn dies ist eine dquivalente Charakterisierung von symmetrischen, positiv
semidefiniten Matrizen).

Das heisst, A\* ist das maximale A, so dass u — A > 0 fiir alle Eigenwerte p von
M gilt. Das heisst aber, dass A\* der kleinste Eigenwert von M ist.
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Musterlosung zu Uebung 7.2 Wir verwenden die Charakterisierung, dass
eine Matrix M genau dann positiv semidefinit ist, wenn fiir alle Vektoren = die
Eigenschaft

' Mz >0

gilt. Sei nun M = (1 — A\)M; + AM,. Dann konnen wir wie folgt schliessen.
"Mz = 27 (1 =AMy + M) 27
= (1= XNa" Mz + \a" Myz >0,
weil sowohl (1 — ), A als auch 27 Mz, 2T M,z nach Voraussetzung nichtnegativ
sind.
Musterlosung zu Uebung 7.3 Im Bereich 0 < ¢t < /2 gilt

2t
—>1
(1l —cost) —

Wir kénnen uns also auf den Bereich 7/2 < ¢ < 7 beschrénken. In diesem Bereich
ist die Funktion 2¢/(7(1 —cost)) differenzierbar. Die Ableitung ist gegeben durch

1 —cost—tsint
(1 — cost)?

Die Ableitung besitzt im Bereich 7/2 < t < 7 nur eine Nullstelle ¢y, die ge-
geben ist durch costy + tgsinty = 1. Numerisch ergibt sich fiir ¢, der Wert
to = 2,331122.... Da auch die Ableitung im Bereich 7/2 < t < 7 stetig ist,
kann man durch Einsetzen von Werten grosser und kleiner als ¢, verifizieren,
dass tp ein Minimum ist. Nun gilt

2ty

—— >0, 87856.
(1 —costy) —

Musterlosung zu Uebung 7.4 Fiir den arccos gilt
7 — arccos(z) = arccos(—z) oder 1 — arccos(z)/m = arccos(—z)/m.

Wir wissen bereits aus der vorangegangenen Uebung, dass arccos(z)/m > (1l —
2)/2 fiir alle —1 < z < 1. Ersetzen wir z durch —z erhalten wir

1
1 — arccos(z)/m = arccos(—z)/7m > « ;Z
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Musterlosung zu Uebung 7.5 Wir konstruieren £ Vektoren mit den gewiinsch-
ten Eigenschaften im R*, damit liegen sie insbesondere im R™. Die Idee ist wie im
3-dimensionalen Fall aus der Vorlesung, die Vektoren in Form eines regelméssigen
Simplex zu wihlen. Betrachte dazu die k£ Einheitsvektoren ey, ..., e; und ihren
Schwerpunkt ¢ = (1/k, ..., 1/k) und definiere

v, = €; —C.

Bis auf Skalierung sind die v; bereits die gesuchten Vektoren u;, die wir mittels

Uy

U, = ——
S|

erhalten. Nun bleiben nur noch die geforderten Eigenschaften nachzurechnen. Die

u; sind per Definition Einheitsvektoren, und es gilt

1

Ui *Us = ———————— Vs
0 Hllllel

. 'Uj.

Nun {iberlegt man sich leicht, dass

1 E—1
Q= 1=y v,
il \/ 2 \/k vi

Ui"Uj = —= VZ%]

gilt, woraus dann

folgt, fiir ¢ # j.

Musterlosung zu Uebung 7.6 Wir haben die eine Richtung schon gezeigt:
wenn G 2-farbbar ist, so ist G vektor-2-farbbar. Um die andere Richtung zu sehen,
betrachte eine Vektor-2-Farbung, definiert durch Vektoren uy, ..., u, mit

fir alle Kanten {¢, j}. Das bedeutet aber, es muss u; = —u; gelten, sofern {7, j}
eine Kante ist, denn Skalaraprodukt —1 heisst ja, dass der von den Vektoren
eingeschlossene Winkel gerade 7 ist. Betrachte nun eine Zusammenhangskompo-
nente I' des Graphen, einen Knoten v = v; € [' sowie seinen Vektor u;. Dann
muss jeder Nachbar von v Vektor —u; haben, deren Nachbarn wiederum Vektor
—(—u;) = w; usw. Das heisst, alle Knoten in I" werden so auf zwei Vektoren
u;, —u; abgebildet, dass benachbarte Knoten verschiedene Vektoren haben. Dann
definieren diese Vektoren aber eine echte 2-Férbung auf I'. Da dieses Argument
fiir alle Zusammenhangskomponenten gilt, ist der Graph insgesamt 2-farbbar.
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Musterlosung zu Uebung 7.7 Fiir eine Losung z;,2 = 1,...,n, von MIS mit
maximalem Wert sei S = {i € V|z; = 1}. Sei E' C E die Menge der Kanten
zwischen Knoten in S. Der Wert der Losung Z; ist nun |S| — |E’|. Weiter kénnen
wir durch Entfernen von hichstens |E’| Knoten aus S eine unabhéngige Menge U
der Grosse mindestens |S|—|E’| erzeugen. Daher ist das Optimum opt* = |S|—|E'|
von MIS hochstens so gross wie die Grosse opt einer maximalen unabhéngigen
Menge in G.

Andererseits konnen wir fiir jede unabhéngige Menge U in G die zuléssige Losung
&; =1« i € U von MIS erzeugen. Der Wert einer solchen Losung ist |U]. Daher
gilt auch opt < opt* und somit opt = opt*.

Musterlosung zu Uebung 7.8 Es geniigt zu zeigen, dass es fiir Relaxiertes
MIS eine optimale Losung Z; gibt mit ; € {0,1} fiir alle i. Um dieses zu zeigen,
geniigt es wiederum, zu jeder optimalen Losung Z; mit 0 < ;, < 1 fiir ein
ip € {1,...,n}, eine Losung zu konstruieren, die mindestens genauso grossen
Wert hat, wo aber die Variable x;, auf 0 oder 1 gesetzt ist. Die Z;, j # 49, bleiben
unverdndert.

Sei also Z; eine optimale Losung mit 0 < Z;, < 1. Sei ¢ ein Parameter. Wir
betrachten den Wert einer Losung, bei der z;, durch z;, 4+ t ersetzt wird, die
restlichen Werte aber unverdndert bleiben. Der Wert einer solchen Losung ist
gegeben durch

n
odi— Y Emdit|1- > @
=1

{ijlek {io.jteE

Ist A = |1- Z zj | =0, so konnen wir den Wert von wz;, auf 0 oder 1
{io.iteE

setzen, ohne den Wert der Losung zu dndern.

Ist A # 0, so konnen die Z;, nicht optimal gewesen sein. Denn ist A > 0, so wird

durch Wahl von ¢ > 0 der Wert der Lésung erhoht. Analog, kann bei A < 0 durch

t < 0 der Wert der Losung erhoht werden.

Musterlosung zu Uebung 8.1 Wir zeigen

zu (1) Sei U; eine unabhéngige Menge in GG; und U, eine unabhingige Menge
in G5. Es geniigt zu zeigen, dass dann U; x U, eine unabhéingige Menge
in Gy X Gy ist. Wéren nun (vq,uy), (v, us) € Uy X Uy in Gy X Gy durch
eine Kante verbunden, so hiesse dieses, dass entweder vy, vy in G| durch
eine Kante verbunden sind, oder dass vy, vy und uq,us in G5 durch eine
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Kante verbunden sind. Der erste Fall widerspricht der Annahme, dass Uy
unabhéngige Menge ist. Der zweite Fall widerspricht der Tatsache, dass U,
unabhéngige Menge ist.

zu (2) Sei nun U eine unabhingige Menge in G; x G mit |U| = i(G; X G2). Sei
U, die Menge der Knoten in GGy, die als erste Komponente eines Knoten in
U auftauchen. U; muss eine unabhéingige Menge in G sein, daher |U;| <
i(G1). Fiir jedes z € U sei U, die Menge der Knoten y € Gy mit (z,y) €
U. Jedes U, muss eine unabhéngige Menge in G5 sein. Daher gilt fiir alle
x € Uy, dass |U,| < i(Gy). Nun gilt

Ul= Y U] <) il(Ga) <i(Gh)i(Go).

zelU; zelU;

Musterlésung zu Uebung 8.2 Aus der Losung zu Uebung 8.1 erhalten wir
einen polynomiellen Algorithmus A mit folgenden Eigenschaften: Gegeben G% =
G x G fiir einen Graphen G und eine unabhéngige Menge U’ der Grosse k in
G?, so berechnet A eine unabhiingige Menge U der Grosse mindestens [VE]. A
berechnet zunéchst die Menge U; aller Knoten in (G, die erste Komponente eines
Elementes in U’ sind. Ist diese Menge bereits der Grosse mindestens [v/k], so ist
U, die Ausgabe. Sonst berechnet der Algorithmus fiir alle x € U; die Menge U,,
derjenigen Knoten y € G mit (z,y) € U'. Nach den Argumenten aus der Losung
zu Uebung 8.1 ist jede dieser Mengen eine unabhingige Menge in G und eine
davon muss jetzt mindestens die Grosse [v/k] haben.

Sei nun B ein Approximationsalgorithmus fiir Unabhingige Menge mit Giite
¢ < 1 konstant. Sei € > 0 beliebig, wir werden einen Approximationsalgorithmus
fiir Unabhéngige Menge konstruieren, der Giite 1 — € hat. Setze

log ¢
=11 — ]
o6 (17
Bilde sukzessive die Graphen G2, G*,...,G?". Da [ konstant ist, d.h. unabhingig
von der Grdésse von (G, ist die Grosse all dieser Graphen polynomiell in der Grosse
von G. Nach Aufgabe 1.) gilt:

i

(G =i(@),i=0,...,1

Wir benutzen nun Algorithmus B, um in G2 eine unabhéngige Menge U; der
Grosse mindestens ¢i(G?) = ¢i(G)? zu finden. Durch I-fache Anwendung von
Algorithmus A finden wir nun sukzessive unabhéngige Mengen U; in den Graphen
G*,i=1-1,...,0, der Grosse mindestens

MG

Insbesondere gilt fiir Uy l
Uo] > H%i(@).
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Nach Wahl von [ ist
01/21 >1—e.

Damit ist die Giite dieses Algorithmus 1 — ¢ wie gefordert. Nach dem bereits
Gesagten ist die Laufzeit des Algorithmus polynomiell.
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(r(n), ¢(n))-Verifizierer, 88
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ETSP, siehe Euklidischer Handlungs-
reisender

EUKLIDISCHER HANDLUNGSREISEN-
DER Problem, 21
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ExactKnapsack Algorithmus, 33

ganzzahliges lineares Programm, 47

ganzzahliges quadratisches Programm,
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LI Algorithmus, 11

lineares Programm, 47
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LP Schedule Algorithmus, 59
LP-Relaxierung, 47

LS Algorithmus, 6

Makespan, 5

Markov-Ungleichung, 57
MAaAx-3-SAT Problem, 85, 86
MAx-> k-SAT Problem, 40

MAX-< 2-SAT Problem, 68, 69
MAX-k-FUNCTION-SAT Problem, 89



MAX-CuTt Problem, 10, 45, 62

MAX-SAT Problem, 46, 71

MAXIMALE UNABHANGIGE MENGE
Problem, 80

MIS, siehe Maximale Unabhéngige Men-
ge

MSB Algorithmus, 22

Next-Fit Algorithmus, 12
Nichtapproximierbarkeit, 81
NoODE-COVER Problem, 60
NP, Komplexititsklasse, 15
NP-schwer, 19
NP-vollstiandig, 18

Optimierungsproblem, 8

P, Komplexitétsklasse, 17
PCP, 88
Produktgraph, siehe Graphenprodukt

randomisiertes Runden, 49
RandomSat Algorithmus, 40
Reduktion, 17

RR Max-SAT Algorithmus, 49
RRSC Algorithmus, 53
RUCKSACKPROBLEM, 31
Rundreise, 21

ScaledKnapsack Algorithmus, 34

SDP, siehe semidefinites Programm

SDP-Max-< 2-SAT Algorithmus,
70

SDP-Max-Cut Algorithmus, 65

SDP-Max-SAT Algorithmus, 73

SDP-Relaxierung, 62

semidefinites Programm, 64

SET-COVER Problem, 52

SLS Algorithmus, 28

SLS(k) Algorithmus, 37

Sprache, 14

SUBSET-SUM Problem, 48

symmetrisch positiv semidefinite Ma-
trix, 64
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TSP, siehe Handlungsreisender

UNABHANGIGE MENGE Problem, 13
Unabhéngigkeitszahl, 93

Vektor-k-Féarbung, 76
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VEKTOR-MAX-< 2-SAT Problem, 69
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