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aber keine eigene Ausriistung. Der Urlaub ist gebucht und prinzipiell so lang wie

Sie wollen, ferner sind Sie in hervorragender koérperlicher Verfassung. Das einzige,
was lhren Urlaub begrenzt, ist das Wetter und Sie erhalten leider erst zu Beginn eines
Tages eine zuverlédssige Vorhersage fiir diesen Tag. Sie haben nun die Moglichkeit, billig
eine Ski-Ausriistung fiir 1 CHF am Tag zu mieten oder sie fiir ¥ CHF zu kaufen, wobei &
eine positive ganze Zahl ist, die wesentlich grosser ist als 1. Ist es nun besser fiir Sie, die
Ausriistung wiederholt zu leihen oder sie zu kaufen?

Offensichtlich hédngt die beste Strategie, die Sie verfolgen konnen, davon ab, wie viele
Tage Sie tatsachlich Ski zu fahren imstande sind; gibt es wenige Tage mit gutem Wetter,
wiirden Sie die Skier fiur diese Tage leihen, gibt es jedoch viele gute Tage, ergibt es mehr
Sinn, sie zu kaufen. Sie moéchten Thre Kosten nun nicht unbedingt in einem allgemeinen
Sinne gering halten, sondern derart, dass Sie sich moglichst wenig drgern, wenn Sie das,
was Sie tatsdchlich bezahlt haben, mit dem vergleichen, was eine optimale Strategie Sie
hétte zahlen lassen.

Es ist nicht sinnvoll, die Ski-Ausriistung fiir eine beliebig lange Zeit zu mieten. Ab einer
gewissen Anzahl von Tagen mit gutem Wetter sollte sie sicherlich gekauft werden, damit
die Kosten iiberschaubar bleiben. Nehmen wir einmal an, Sie kaufen die Ausriistung am
i-ten Tag mit gutem Wetter, wobei 1 < i < k gilt. Somit zahlen Sie insgesamt ¢ — 1 4+ &
CHF und, wie das Schicksal so will, ist das Wetter anschliessend fiir alle weiteren Tage so
schlecht, dass Sie danach nicht mehr fahren kénnen. Eine optimale Strategie ware somit
gewesen, die Ausriistung alle 7 Tage jeweils zu leihen und insgesamt Kosten von ¢ CHF zu
haben. Das Verhéltnis dieser beiden Gréssen ist also (i — 1+ k) /i > 2. Entscheiden Sie sich
auf der anderen Seite, die Ausriistung am j-ten Tag mit schonem Wetter zu kaufen, wobei
j > k ist, ware die optimale Strategie, dies gleich am ersten Tag zu tun und das Verhéltnis
ist (j — 1+ k)/k > 2. Die einzige bislang noch nicht betrachtete Option ist, die Ausriistung
am k-ten Tag mit schonem Wetter zu kaufen und somit 2k — 1 zu zahlen. Das Verhéltnis ist
damit genau 2 — 1/k und folglich das Beste, worauf Sie im schlimmsten Fall hoffen diirfen.

N ehmen wir an, Sie wollten zum ersten Mal in Ihrem Leben Ski fahren gehen, besitzen
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1 Omnline-Algorithmen und das Paging-Problem

Bisher haben wir effiziente Approximationsalgorithmen fiir N"P-schwere Probleme unter-
sucht. Nun vernachlédssigen wir die Laufzeit der betrachteten Algorithmen und widmen
uns einem weiteren Problem, mit dem ein Informatiker beim Entwickeln von Programmen
konfrontiert ist und das wir in unserem Einfiithrungsbeispiel skizziert haben. Oftmals muss
ein Algorithmus gute Entscheidungen treffen, ohne dass alle relevanten Informationen zur
Verfiigung stehen, die fiir die optimale Bearbeitung notig waren. Dieses Problem kann
offensichtlich nicht einmal mit beliebig starken Ressourcen gelost werden.

Betrachten wir ein konkretes Beispiel. Von einem praktischen Standpunkt aus betrachtet
ist das grundlegende Prinzip heutiger Rechner die Von-Neumann-Architektur. Als Von-
Neumann-Flaschenhals wird wiederum die Tatsache bezeichnet, dass die Geschwindigkeit
der CPU in der Regel die des Hauptspeichers um ein Vielfaches tibersteigt. Deswegen wird
ein weiterer weitaus schnellerer (und deswegen teurerer und somit wiederum kleinerer) Cache-
Speicher verwendet, in dem Speicherinhalte, die haufig benutzt werden, zwischengespeichert
werden sollen. Welche dies sind, héngt natiirlich zu einem Grossteil vom jeweiligen Benutzer
ab und ist deswegen allgemein schwer vorherzusehen.

Wir betrachten jetzt die Aufgabe eines Betriebssystems, den Speicher so zu verwalten,
dass wahrend der Laufzeit moglichst selten auf den Hauptspeicher zugegriffen werden
muss. Wir wollen dieses Problem so weit es geht auf seine Essenz herunterbrechen und
betrachten deswegen eine stark vereinfachte Version (siehe Abbildung 1 fiir eine schematische
Darstellung). Die Situation, mit der wir in der Praxis konfrontiert sind, wenn wir den
Speicher eines Rechners verwalten wollen, ist viel facettenreicher und komplizierter.

o Betrachten wir jetzt also eine Rechner-Architektur mit vereinfachter 2-Level-Speicher-
hierarchie bestehend aus dem Hauptspeicher und einem Cache.

o Beide Speicher werden in Speicherseiten fixer Grosse eingeteilt; eine Speicherseite hat
die Grosse 1.

o Der Hauptspeicher hat Platz fiir m Speicherseiten und der Cache fiir k.
e Der Cache ist hochwertiger, deswegen teurer und somit viel kleiner, also gilt m > k.

o Wir unterteilen die Eingabe in diskrete Zeitschritte und wahrend jedes Schrittes wird
eine Seite «angefragt». Die CPU kann angefragte Seiten nur direkt aus dem Cache
lesen. Das Paging-Problem (wir sagen kurz «Paging») besteht nun darin, méglichst
viele Seiten, die wahrend der Laufzeit benttigt werden, im Cache zu halten.

o Ist eine angefragte Seite nicht im Cache, entstehen Kosten durch das Laden der Seite
aus dem Hauptspeicher in den Cache.

e Wenn eine neue Seite in den Cache geladen wird, muss unter Umstédnden eine im
Cache vorhandene aus diesem geloscht werden, um Platz zu schaffen. Ein Algorithmus
fiir Paging muss entscheiden, welche Seite er in diesem Fall 16scht, ohne zu wissen,
welche Seite als nichstes angefragt wird.
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Abbildung 1.

1.1 Online-Algorithmen

Paging ist ein prominenter Verteter einer grossen Familie von Berechnungsproblemen, bei
denen die konkrete Eingabe stiickweise wahrend der Laufzeit bekannt gegeben wird. Diese
Probleme werden als Online-Probleme bezeichnet und es ist leicht einzusehen, dass wir
sie in vielen Alltagssituationen vorfinden. Was wir zunachst brauchen, ist ein Formalismus,
der es uns ermoglicht, Strategien fiir dieses Problem zu untersuchen; formalisieren wir diese
Probleme jetzt allgemein.

Definition 1.1 (Online-Minimierungsproblem). FEin Online-Minimierungspro-
blem besteht aus einer Klasse von Fingaben T und einer Kostenfunktion cost. Jede
FEingabe I € T ist eine Folge von Anfragen I = (xq,...,x,). Ferner gibt es eine Menge
von zuldssigen Losungen fiir jede Fingabe. Jede Losung O besteht wiederum aus einer
Folge von Antworten O = (y1,...,y,). Die Funktion cost ordnet jedem Paar (I,0)
einen reellen Wert cost(I,O) zu. Das Optimierungsziel ist, diesen Wert zu minimieren.

Die Definition eines Online-Maximierungsproblems ist analog. Anstatt «Kosten» reden
wir bei diesen von «Gewinn» und schreiben gain(7, O) anstatt cost(/, O). Bei den weiteren
Untersuchungen in diesem Kapitel werden wir der Einfachheit halber meistens von Online-
Minimierungsproblemen ausgehen. Analoge Resultate lassen sich aber auch fiir Online-
Maximierungsprobleme beweisen. Um die Notation so einfach wie moglich zu halten,
schreiben wir ausserdem schlicht cost(O) anstatt cost(/, O) beziehungsweise gain(O) anstatt
gain(/, O), wenn I aus dem Kontext klar ist. Definition 1.1 bringt noch nicht auf den Punkt,
was wir ausdriicken wollen. Wir fordern insbesondere, dass ein Algorithmus, der ein derartiges
Problem bearbeitet

o zu einem gegebenen Zeitpunkt nur einen Teil der Eingabe kennt,
o Entscheidungen trifft, die nur auf diesem Wissen basieren, und

o bereits getroffene Entscheidungen nicht mehr riickgéngig machen kann.



Wir formalisieren dieses Modell in folgender Definition. Online-Algorithmen bezeichnen
wir immer mit Buchstaben in Kapitilchen, also beispielsweise ALG, ALG’' oder OPT.

Definition 1.2 (Online-Algorithmus). Sei I = (zy,...,x,) eine Eingabe fir ein
Online-Minimierungs- oder Online-Mazimierungsproblem I1. Fin Online-Algorithmus
ALG berechnet die Ausgabe ALG(I) = (y1,...,Yn), wobei y; nur von xi,...,x; und
Y1, .., Yi—1 abhdngt. ALG(I) ist hierbei eine zuldssige Losung fir I.

Wie beurteilen wir aber nun die Qualitat einer von einem Online-Algorithmus berechne-
ten Losung? Wir wollen dies so machen, wie wir es im Einfiihrungsbeispiel mit dem Problem
Skier zu leihen getan haben. Wir mochten also, dass wir moglichst wenig verlieren, wenn
wir unser Ergebnis mit einer optimalen Strategie vergleichen; das Dilemma ist natiirlich,
dass wir diese Strategie mit etwas Pech erst kennen, wenn die ganze FEingabe bekannt ist.
Zu diesem Zweck vergleichen wir die Losung eines Online-Algorithmus mit der optimalen
Losung eines optimalen Offline-Algorithmus, der die Ausgabe erst dann erzeugen muss,
wenn die vollstandige Instanz bekannt ist. Das Verhaltnis der Kosten der berechneten Lo-
sungen nennen wir den kompetitiven Faktor (auf englisch «competitive ratio», manchmal
iibersetzt mit « Wettbewerbsgtite,», «kompetitive Giite» oder « Konkurrenzgiite» ).

Definition 1.3 (Kompetitiver Faktor). Ein Online-Algorithmus ALG ist c-kompe-
titiv, wenn eine nicht negative Konstante o existiert, sodass fiir jede Eingabe I des
betrachteten Online-Problems 11 gilt, dass

cost(ALG(I)) < ¢ cost(OPT(I)) + v
falls 11 ein Online-Minimierungsproblem ist, oder
gain(OPT(I)) < ¢- gain(ALc(I)) +

falls 11 ein Online-Maximierungsproblem ist, und wobei OPT ein optimaler Offline-
Algorithmus und OPT(I) eine optimale Losung fir I ist. Das kleinste ¢, fir das dies gilt,
nennen wir hierbei den kompetitiven Faktor von ALG. Gilt obige Ungleichung fiir
a =0, so heisst ALG strikt c-kompetitiv; ist ALG strikt 1-kompetitiv, so nennen wir
ALG optimal.

Wir reden, wenn wir Online-Algorithmen aufgrund ihrer kompetitiven Faktoren klas-
sifizieren, von kompetitiver Analyse und nennen einen Online-Algorithmus schlicht
kompetitiv (auf englisch «competitive»), wenn er einen kompetitiven Faktor erreicht, der
nicht von der Lénge der Eingabe abhéngt. Auf der anderen Seite ist ein Online-Algorithmus
nicht kompetitiv, wenn er keinen konstanten kompetitiven Faktor besitzt. In vielen Fallen ist
es allerdings so, dass der kompetitive Faktor von gewissen Parametern des Problems abhéngt.
Diese Parameter sind den Online-Algorithmen bekannt, beispielsweise die Cachegrosse bei
Paging; es kann sich aber auch um ganze Graphen handeln.

Die Analogie zur bereits vorgestellten Approximationsgiite von Approximationsalgorith-
men fiir Offline-Probleme ist offensichtlich, allerdings haben wir in der entsprechenden



Definition keine Konstante a. Diese ist hier wiederum wichtig, da sie dem Online-Algorithmus
erlaubt, schlecht auf kurzen Eingaben zu sein, aber dennoch einen guten kompetitiven
Faktor zu besitzen, wenn er mit zunehmender Eingabeliange besser wird. Fiir Approxi-
mationsalgorithmen ist so etwas offensichtlich nicht notig, da hier optimale Losungen fiir
Eingaben konstanter Lange in diese hineinkodiert werden kénnen. Dies macht es uns auf
der anderen Seite etwas schwerer, untere Schranken zu zeigen.

o Betrachten wir ein Online-Minimierungsproblem, fiir das wir zeigen konnen, dass jeder
Online-Algorithmus ALG (unabhéngig von der Eingabelédnge) Kosten von mindestens
10 hat, wiahrend ein optimaler Offline-Algorithmus fiir jede Instanz Kosten 1 besitzt.

o Es liegt nahe zu sagen, ALG sei nun niemals besser als 10-kompetitiv.

o Aber ist dies tatsachlich so? Betrachten wir Definition 1.3 und eine Instanz I des
Problems, so sehen wir, dass

cost(ALG(])) < 1-cost(OpT(I))+9
gelten kann.

o Also existiert eine Konstante «, fiir die ALG 1-kompetitiv ist (allerdings nicht optimal).
Wir konnen mit unserem Beweis also keine nichttriviale untere Schranke zeigen.

o Konnen wir jedoch eine Klasse von Instanzen finden, sodass fiir jede betrachtete
Instanz der Lange n gilt, dass ALG mindestens 10n zahlt, wihrend OpPT Kosten n
hat, so konnen wir in der Tat sagen, dass ALG nicht besser ist als 10-kompetitiv, denn
es existiert keine Konstante « sodass, fiir ein beliebiges € > 0 und jede Instanz I, gilt

cost(ALG(])) < (10 —¢) - cost(OpPT()) + o,
denn

In<(10—¢e)n+a <= a>en,
fiir alle n € IN, fithrt zu einem Widerspruch.

Dies bedeutet, dass es sinnvoll ist, wenn wir fiir die optimalen Kosten fiir alle Instanzen
eines betrachteten Online-Problems immer probieren werden,

lim cost(OpPT(/)) = 00
[I]—00
zu fordern. Insbesondere fiir Paging gehen wir oftmals so vor, dass wir zeigen, dass der Al-
gorithmus fiir eine bestimmte Anzahl von Zeitschritten um einen gewissen Faktor schlechter
ist als ein optimaler Algorithmus. Wir fassen diese Zeitschritte dann zu Phasen zusammen,
von denen wir beliebig viele wiederholen konnen.
Jetzt kommen wir zuriick zu Paging und definieren es formal als Online-Problem.



Definition 1.4 (Paging). Fine Eingabe fir Paging besteht aus einer Folge von na-
tirlichen Zahlen I = (x1,...,x,), die Indizes von Speicherseiten entsprechen. Insgesamt
gibt es m Speicherseiten si,...,Sy,. In Zeitschritt i wird die Seite mit dem Indezr x;
angefragt. Ein Online-Algorithmus ALG fiir Paging verwaltet einen Cache-Speicher der
Grosse k, gegeben durch die Folge B = (sj,,...,s;.). Vor dem ersten Zeitschritt wird der
Cache initialisiert mit (sq,...,Sk), also den ersten k Seiten. Wenn ALG nun in einem
Zeitschritt i eine Anfrage x; erhdlt wobei s,, € B, so gibt er y; = 0 aus. Gilt allerdings
Se; & B, so muss ALG eine Seite s; € B bestimmen, die aus dem Cache geldscht wird,
um sy, aufzunehmen; die Ausgabe y; = j wird nun erzeugt und B = B\ {s;} U{s,, }. Die
Kosten sind cost(ALG(z)) = [{i | y; > 0}| und das Ziel ist, diese zu minimieren.

Dass jeder Algorithmus mit demselben Cache-Inhalt beginnt, scheint eine sinnvolle
Annahme zu sein; schliesslich wollen wir, wenn wir die Resultate eines gegebenen Online-
Algorithmus ALG mit denen eines optimalen Algorithmus vergleichen, eine mdoglichst faire
Ausgangssituation haben und sehen, was im besten Fall an ALGs Stelle zu erreichen
ware. Tatséachlich ist diese Annahme weniger restriktiv, als es zunéchst erscheint, denn der
Vorsprung, den eine optimale Losung aufgrund des anfédnglichen Cache-Inhaltes hat, kann
in der Konstanten « aus Definition 1.3 versteckt werden.

Definition 1.4 sieht ferner vor, dass ein Online-Algorithmus fiir Paging nur dann eine
Seite aus dem Cache 16scht, wenn die angefragte Seite sich nicht bereits in diesem befindet.
Prinzipiell ware es auch denkbar, zu erlauben, dass in einem beliebigen Zeitschritt Seiten
aus dem Cache geloscht werden konnen. Es kann aber leicht gezeigt werden, dass dies nie
einen Vorteil bringt.

Wir sehen, dass ein Paging-Algorithmus im Wesentlichen dadurch bestimmt wird, wie
er die Seiten auswéhlt, die aus dem Cache geloscht werden. Wenn eine Seite in den Cache
geladen werden muss, sagen wir, dass ein Seitenfehler (auf englisch «page fault») auftritt
und eine Seite gegebenenfalls aus dem Cache «verdrangt» werden muss; hierfiir gibt es
diverse Strategien.

o First-In-First-Out (FIFO). Bei dieser Strategie wird der Cache wie eine Warte-
schlange beziehungsweise Queue verwaltet. Muss eine Seite verdrangt werden, so wird
diejenige ausgewéhlt, die bereits am langsten im Cache ist. Die k ersten Seiten werden
hierbei beliebig verdréangt.

« Last-In-First-Out (LIFO). Diese Strategie ist das Gegenstiick zu FIFO, denn sie
behandelt den Cache wie einen Stack. Die verdrangte Seite ist jeweils die, die zuletzt
in ihn aufgenommen wurde.

» Least-Recently-Used (LRU). Hier wird bei einem Seitenfehler die Seite verdringt,
deren letzte Anforderung am ldngsten her ist. Die ersten k Seiten werden auch hier
beliebig verdrangt.

» Longest-Forward-Distance (LFD). Diese Strategie verdringt die Seite, die erst
moglichst spat wieder angefragt wird.



Es leuchtet ein, dass LFD recht geringe Kosten verursachen wird, allerdings haben
wir es hier mit einer Offline-Strategie zu tun, da sie Informationen benétigt, die einem
Online-Algorithmus nicht zur Verfiigung stehen. Die anderen Strategien sind hingegen
Online-Strategien. Wir zeigen nun, dass die FIFO-Strategie es ermoglicht, k-kompetitiv zu
sein. Der erreichte kompetitive Faktor hangt also nicht von der Eingabelange ab.

Satz 1.5. FEin Online-Algorithmus fiir Paging, der die FIFO-Strategie umsetzt, ist strikt
k-kompetitiv.

Beweis. Bezeichne FIrF0O den entsprechenden Online-Algorithmus und sei (z1,...,x,) eine
beliebige Eingabe fiir Paging. Beachten Sie, dass laut Definition 1.4 sowohl FIro als auch
ein optimaler Offline-Algorithmus OPT mit demselben Cache-Inhalt starten. Wir unterteilen
diese Eingabe nun in aufeinanderfolgende disjunkte Phasen. Die erste endet nach dem ersten
Seitenfehler, den FI1FO verursacht. Alle weiteren Phasen sind jeweils so lang, dass F1ro
genau k Seitenfehler auf ihnen macht und zwar so, dass jeweils direkt nach der k-ten Seite,
die einen Fehler verursacht, die entsprechende Phase beendet wird; formal endet Phase P,
fir P > 2, nach Seitenfehler (P — 1)k + 1. Die letzte Phase kann offensichtlich kiirzer sein.

Wir betrachten Phase P und zeigen, dass OPT in dieser Phase mindestens einen
Seitenfehler verursacht. Zunéchst stellen wir fest, dass sowohl OPT als auch F1roO in Phase
1 genau einen Seitenfehler machen. Sei fiir P > 2 die Seite s diejenige, die als letztes in
Phase P — 1 einen Seitenfehler von FIFO verursachte.

o Alle Seiten, die in P einen Seitenfehler verursachen, werden hiernach vor dem Ende
von P nicht mehr geloscht. Das bedeutet, dass die von F1r0O verursachten Kosten sich
durch mehrmaliges Anfragen derselben Seite nicht erhohen. Also verursacht keine
Seite in P zwei oder mehr Seitenfehler.

e Die Seite s wird erst mit dem k-ten beziehungsweise letzten Seitenfehler der Phase P
verdrangt; sie wahrend P anzufragen, verursacht also keine Kosten fiir F1rO.

e Da die Seite s am Ende von Phase P — 1 als letztes einen Seitenfehler fiir Firo
verursachte und sofort hiernach diese Phase beendet wurde, ist s zu Beginn der Phase
P auch im Cache von OPT.

« Dies bedeutet, dass es hochstens k — 1 Seiten gibt (ndmlich hochstens alle weiteren
im Cache von OPT zum Beginn der Phase P), deren Anfrage dazu fithrt, dass F1Fo
einen Seitenfehler begeht, OPT aber nicht.

e Somit muss OPT wahrend P mindestens einen Seitenfehler machen.

Somit macht OPT in jeder Phase, ausser in der letzten, mindestens einen Seitenfehler.
Betrachten wir jetzt noch die letzte Phase. Ist diese vollstandig, so macht OPT in ihr
ebenfalls einen Seitenfehler. Ist sie unvollstandig, so sind die Seitenfehler von F1r0O wahrend
Phase 1 und der letzten Phase in der Summe hochstens &, wohingegen OPT in diesen beiden
Phasen insgesamt mindestens einen Seitenfehler macht. Somit gilt die Aussage sogar, wenn
die additive Konstante o aus Definition 1.3 auf 0 gesetzt wird und es folgt, dass FIro strikt
k-kompetitiv ist. O



Mit einer dhnlichen Vorgehensweise wie in obigem Beweis kann gezeigt werden, dass
ein Online-Algorithmus, der eine LRU-Strategie umsetzt, ebenfalls einen (strikten) kompe-
titiven Faktor von hochstens k hat. Die LIFO-Strategie ist hingegen nicht kompetitiv. In
Experimenten wurde ferner gezeigt, dass LRU in der Regel bessere Ergebnisse liefert als
FIFO. Wir nehmen allerdings wieder den Standpunkt ein, dass wir Garantien fir die Giite
der betrachteten Algorithmen wiinschen und von diesem Standpunkt aus sind die beiden
Strategien gleich gut.

1.2 Eine untere Schranke fiir Paging

Uberraschenderweise sind alle Online-Strategien recht schlecht, was Worst-Case-Eingaben
betrifft. Um Worst-Case-Eingaben zu modellieren, denken wir uns einen Gegenspieler
(auf englisch «adversary»), der den Quellcode des Online-Algorithmus genau kennt; somit
weiss er, wie dieser auf entsprechende Eingaben reagiert und sein Ziel ist es, dem Online-
Algorithmus eine moglichst schwere Eingabe zu geben. Wir kénnen uns einen solchen
Gegenspieler bei der Analyse jedweder Algorithmen denken, bei Online-Algorithmen tun
wir dies allerdings sehr explizit, da man sich eine Interaktion der beiden Parteien einfacher
vorstellen kann; der Gegenspieler macht eine Anfrage, der Online-Algorithmus gibt eine
Antwort, der Gegenspieler stellt eine weiter Anfrage usw. Dieser Gegenspieler versucht
nun, die Kosten des Online-Algorithmus, verglichen mit denen eines optimalen Offline-
Algorithmus, so weit wie moglich nach oben zu treiben; er méchte also den kompetitiven
Faktor maximieren.

Wir haben gerade gesehen, dass FIFO einen kompetitiven Faktor von k£ garantieren
kann. Fir jede Online-Strategie kann ein Gegenspieler nun eine Eingabe erzeugen, fiir
die keine besserer Losungsqualitat erzielt werden kann. Zu diesem Zweck beschreiben wir
unendlich viele Eingaben mit unendlich vielen Léngen (beachten Sie unsere Diskussion iiber
die Konstante «).

Satz 1.6. Kein Online-Algorithmus fiir Paging kann einen besseren kompetitiven Faktor
als k erreichen.

Beweis. Sei ALG ein beliebiger Online-Algorithmus fiir Paging. Wir nehmen an, dass
es insgesamt k + 1 Speicherseiten giabe, d.h., ALG hat immer genau eine Seite nicht in
seinem Cache. Offensichtlich macht diese Einschrankung die bewiesene untere Schranke nur
starker. Wir betrachten den in Algorithmus 1.1 dargestellten Gegenspieler, der also alle
Entscheidungen von ALG kennt; wie auch im Folgenden bedienen wir uns einer intuitiven
Pseudo-Programmiersprache, die auf Pascal basiert. Die vom Gegenspieler erzeugte Eingabe
besteht aus genau k& Anfragen.

Da der Gegenspieler genau weiss, welche Seite von ALG im Falle eines Seitenfehlers
ausgewahlt wird, fithrt diese Strategie also dazu, dass immer genau die Seite angefragt wird,
die soeben aus dem Cache geloscht wurde. Somit macht ALG garantiert einen Fehler in
jedem Zeitschritt.

Dies allein reicht noch nicht, wir miissen ausserdem noch zeigen, dass es tatsachlich
einen optimalen Offline-Algorithmus OPT gibt, der wesentlich weniger Fehler macht und
zwar genau einen. Dies ist allerdings einfach einzusehen; OPT 16scht einfach bei der ersten
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Algorithmus 1.1: Gegenspieler fiir beliebigen Paging-Algorithmus ALG
output «Seite mit Index k + 1»;
1:=1;
while i1 <k —1
j := Index der soeben von ALG aus dem Cache geloschten Seite;
output «Seite mit Index j»;
=1+ 1;
end

Anfrage diejenige Seite, die nicht mehr angefragt wird. Das ist immer moglich, denn ausser
der Seite mit dem Index k + 1 werden nur noch k — 1 verschiedene Seiten mit Indizes aus
{1,...,k} angefragt.

Nun kann diese Strategie einfach iteriert werden, um eine Eingabe zu erzeugen, die ein
beliebiges Vielfaches von k lang ist. Diese Eingabe ist in «Phasen» unterteilt, die genau
die Lange k besitzen. OPT macht maximal einen Seitenfehler pro Phase mit demselben
Argument wie oben. Dies passiert natiirlich nicht notwendigerweise am Anfang. Es kann
sogar sein, dass OPT gar keinen Seitenfehler mehr nach dem obligatorischen im ersten
Zeitschritt verursacht (in diesem Fall ist ALG nicht kompetitiv). In jedem Fall verursacht
OPT aber maximal n/k Seitenfehler, wobei n die Eingabeldnge ist, wohingegen ALG genau
n Seitenfehler verursacht. a

Wie wir also gesehen haben, kann ein Gegenspieler garantieren, dass jeder Online-
Algorithmus in jedem Zeitschritt einen Seitenfehler begeht. Auf der anderen Seite erlaubt
die FIFO-Strategie aber einen viel besseren kompetitiven Faktor als beispielsweise die
LIFO-Strategie. In einfachen Worten liegt dies daran, dass zwar beide Strategien dieselbe
Anzahl von Fehlern machen, FIFO aber dafiir sorgt, dass nach einer gewissen Zeit auch ein

optimaler Algorithmus eine gewisse Anzahl von Fehlern machen muss, wenn diese Strategie
Fehler macht. Dies ist bei LIFO nicht der Fall.

Es ist natiirlich zu beachten, dass wir hier einen sehr theoretischen Blick auf Online-
Probleme werfen. In der Praxis beobachten wir beispielsweise das Prinzip der «Lokalitéat»,
das besagt, dass Speicherseiten, die nahe beeinander liegen, eine hohere Wahrscheinlichkeit
haben, nacheinander angefragt zu werden als solche, die dies nicht tun.

1.3 Randomisierte Online-Algorithmen

Was konnen wir tun, um bessere Karten gegen den Gegenspieler zu haben? Die Idee ist,
dem Online-Algorithmus zu erlauben, einen Teil seiner Entscheidungen zuféllig zu treffen.
Intuitiv verbietet dies dem Gegenspieler, die vom Algorithmus verfolgte Strategie genau
zu kennen und somit eine schwere Eingabe zu konstruieren. Definieren wir randomisierte
Online-Algorithmen zunéchst formal.



Definition 1.7 (Randomisierter Online-Algorithmus). Sei I = (z1,...,x,) eine
Eingabe fiir ein Online-Minimierungs- oder ein Online-Maximierungsproblem I1. Ein
randomisierter Online-Algorithmus RAND berechnet die Ausgabe RAND®(I) =
(Y1 -+ Yn), wobei y; nur von ¢, 1, ...,x; und y1,...,y;—1 abhdngt; ¢ bezeichnet einen
bindren Zufallsstring, bei dem jedes Bit mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/2
und unabhdngig von allen anderen Bits auf 0 oder 1 gesetzt wird.

Wenn wir in Zukunft iiber randomisierte Online-Algorithmen sprechen, lassen wir, um die
Notation einfach zu halten, ¢ weg. Wie bei randomisierten Offline-Algorithmen sieht unser
Modell ein Zufallsband vor, das unendlich lang ist, und von dem die Zufallsbits sequentiell
gelesen werden. Wir messen nun die Giite eines randomisierten Online-Algorithmus, indem
wir seine erwarteten Kosten mit denen eines optimalen Offline-Algorithmus vergleichen.
Zu diesem Zweck modellieren wir die Kosten eines randomisierten Online-Algorithmus
RAND auf einer Eingabe I als Zufallsvariable, deren Erwartungswert wir bestimmen.

Definition 1.8 (Erwarteter kompetitiver Faktor). Ein randomisierter Online-Al-
gorithmus RAND ist c-kompetitiv im Erwartungswert, wenn eine nicht negative
Konstante a existiert, sodass fiir jede Fingabe I des betrachteten Online-Problems 11 gilt,
dass

E[cost(RAND(!))] < ¢ - cost(OPT(I)) + v,
falls 11 ein Online-Minimierungsproblem ist, oder
gain(OPT(I)) < ¢ - E[gain(RAND(I))] + o,

falls II ein Online-Maximierungsproblem ist, wobei OPT wieder ein optimaler Offline-
Algorithmus ist. Das kleinste ¢, fir das dies gilt, nennen wir hierbei den erwarteten
kompetitiven Faktor von RAND. Gilt obige Ungleichung fiir « = 0, so heisst RAND
strikt c-kompetitiv im Erwartungswert.

Es waren hier auch andere Grossen als der Erwartungswert denkbar, beispielsweise kénn-
ten wir die Kosten betrachten, die RAND mit einer «guten» Wahrscheinlichkeit garantieren
kann. Den Erwartungswert zu betrachten scheint allerdings intuitiv sinnvoll, wie folgende
Uberlegungen aufzeigen.

o Bei schlechten deterministischen Online-Algorithmen existiert eine Eingabe, fiir die
der Online-Algorithmus immer eine schlechte Ausgabe erstellt.

o Fiir einen guten randomisierten Online-Algorithmus RAND fordern wir, dass er fiir
jede Eingabe im Durchschnitt gut ist. Es kann also passieren, dass RAND fiir gewisse
Zufallsentscheidungen, die er trifft, ebenfalls eine schlechte Ausgabe erzeugt. Ist
sein erwarteter kompetitiver Faktor allerdings niedrig, so ist nun die Hoffnung, dass
dies entweder selten passiert, dass also, fiir eine fixe Eingabe I, die Mehrheit der
zufilligen Entscheidungen zu einer Ausgabe mit guter Qualitat fithrt, oder er in
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wenigen Féllen eine extrem starke Ausgabe produziert. Es gibt also keine Eingabe,
fiir die der Algorithmus immer schlecht ist.

Ein wichtiger Punkt, den wir bei randomisierten Online-Algorithmen beriicksichtigen
miussen, ist die Anzahl an Zufallsentscheidungen, die sie machen. Ein Problem fir die
folgenden Analysen ergibt sich zunéchst einmal daraus, dass wir die Anzahl der Zufallsbits,
die vom Zufallsband gelesen werden, eigentlich nicht mit absoluter Sicherheit nach oben
beschranken kénnen.

Betrachten wir hierzu einen einfachen randomisierten Online-Algorithmus THREE, der
nichts anderes tun soll, als uniform eine Zahl 1, 2 oder 3 auszugeben. Wie erreichen wir
dies? Die naheliegende Idee ist, THREE zunéchst zwei Bits vom Zufallsband lesen zu lassen.
Sind beide 0, so wird «1» ausgegeben, ist das erste 0 und das zweite 1, so wird «2» ausgeben
und fiir den Fall, dass das erste Bit 1 und das zweite 0 ist, geben wir «3» aus. Was
passiert aber, wenn beide Zufallsbits 1 sind? Nun, in diesem Fall liest THREE zwei weitere
Zufallsbits und wiederholt obige Strategie. Allerdings konnen diese wieder beide 1 sein. Die
Wahrscheinlichkeit hierfir ist 1/16 und in diesem Fall muss THREE zwei weitere Zufallsbits
lesen. Allgemein ist die Wahrscheinlichkeit, dass wir nach dem n-ten Versuch noch immer
kein Ergebnis haben, 1/4™, geht also exponentiell schnell gegen 0; aber das reicht uns nicht,
um mit Sicherheit sagen zu konnen, dass THREE tatsédchlich terminiert.

In der Tat ist es einfach einzusehen, dass es keine absolute Garantie geben kann. Nehmen
wir an, es gibe eine natiirliche Zahl 77, sodass ein randomisierter Online-Algorithmus THREE'
mit absoluter Sicherheit unter Verwendung von 7 Zufallsbits uniform eine Zahl 1, 2 oder 3
ausgibt. THREE' liest ebenfalls keine Eingabe und somit ist seine Ausgabe offensichtlich
durch den Inhalt der ersten m Bits auf dem Zufallsband vollstdndig determiniert. Mit
anderen Worten kann sich THREE' auf 2" verschiedene Arten verhalten. Wenn uniform
eine natiirliche Zahl zwischen 1 und 3 ausgegeben werden soll, miissen wir diese Ausginge
gleichmaéssig auf die Ausgaben «1», «2» und «3» verteilen. Dies ist aber nicht moglich, da 3
keine Zweierpotenz ohne Rest teilt, insbesondere nicht 2" (sieche Abbildung 2). Beachten
Sie, dass es uns ebenfalls im Allgemeinen nicht hilft, das Alphabet des Zufallsbandes zu
vergrossern, denn dieses darf nicht von der Eingabe abhéngen. Genau genommen miissten
wir also selbst den sehr simplen Algorithmus THREE' analog zu Abbildung 2 als Baum
darstellen, der unendlich oft verzweigt.
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‘Wahrscheinlichkeit

Ein Ausweg aus diesem Dilemma ist, zu analysieren, wie viele Versuche wir im Erwar-
tungswert brauchen, um erfolgreich zu sein. Mit der Markov-Ungleichung kénnen wir
dann folgern, dass die Wahrscheinlichkeit, ¢-mal langer zu brauchen, hochstens 1/t ist. Wir
konnen deswegen die Anzahl der gelesenen Zufallsbits derart nach oben beschrénken, dass
die Wahrscheinlichkeit, dass der betrachtete randomisierte Online-Algorithmus mehr Bits
braucht, sehr klein ist. Diese letzte Unsicherheit werden wir im Folgenden ignorieren (dhnlich
wie wir auch beispielsweise die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten von Hardware-Fehlern
ausser Acht lassen) und davon ausgehen, dass jeder randomisierte Online-Algorithmus,
wenn er eine endlich lange Eingabe liest, eine endliche Anzahl an Zufallsbits benutzt.

Eine weitere Beobachtung, die wir machen, ist, dass es fiir jede Eingabelédnge n fiir jedes
betrachtete Online-Problem eine endliche Anzahl von méglichen Eingaben gibt.

Um untere und obere Schranken fiir den erwarteten kompetitiven Faktor zu zeigen,
benutzen wir meist folgende Betrachtungsweise, wenn wir iiber randomisierte Online-
Algorithmen sprechen und diese analysieren wollen. Sei im Folgenden b: Nt — IN* eine
Funktion, die die maximale Anzahl der zufilligen bindren Entscheidungen (gewissermassen
also der Minzwiirfe) eines randomisierten Online-Algorithmus RAND fir alle Eingaben der
Lange n angibt. Wie gerade besprochen, gehen wir immer davon aus, dass diese Funktion b
wohldefiniert ist, dass b(n) also wirklich eine natiirliche Zahl ist. Wir kénnen also wieder
sagen, dass RAND sich auf maximal 2°(") unterschiedliche Weisen verhilt, wenn er eine
Eingabe der Lange n liest, wobei wir diesen Wert berechnen kénnen, wenn wir RAND
kennen und, wie oben besprochen, beriicksichtigen, dass es fiir jedes n endlich viele mogliche
Eingaben gibt.

Die folgende Beobachtung fasst unsere Uberlegungen unter obigen Annahmen nun
zusammen.

Beobachtung 1.9. Jeder randomisierte Online-Algorithmus RAND, der b(n) Zufallsbits
fiir Eingaben der Linge n liest, kann fir Eingaben der Linge n als eine Menge strat(RAND) =
{A1, ... Ayny} von £(n) < 200 deterministischen Online-Algorithmen aufgefasst werden,
aus denen RAND einen zufdillig wdhlt.

Schematisch ist diese Sichtweise in Abbildung 3 dargestellt. Um den Kontext hervorzu-
heben, bezeichnen wir die deterministischen Strategien aus der Menge strat(RAND) immer
mit kursiven Buchstaben, also A, B oder C. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung, die RAND
zu Grunde liegt, ist natiirlich beliebig, muss aber mit b(n) Zufallsbits zu realisieren sein.
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Um die Analyse spéater einfacher zu gestalten, machen wir nun eine weitere Beobachtung.
Dazu stellen wir fest, dass jede der obigen deterministischen Strategien mit einer Wahr-
scheinlichkeit ausgewihlt wird, die ein Vielfaches von 1/2%™) ist. Ferner kénnen wir, anstatt
einen Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit a/2°™ auszuwihlen, einfach a identische
Algorithmen mit einer Wahrscheinlichkeit von jeweils 1/2°( nehmen. Dies fithrt zu folgender
Beobachtung.

Beobachtung 1.10. Jeder randomisierte Online-Algorithmus RAND, der b(n) Zufalls-
bits fiir Eingaben der Ldnge n liest, kann fir Fingaben der Ldnge n als eine Menge
strat(RAND) = {Aj,..., Apm } von 2°0 deterministischen Online-Algorithmen aufge-
fasst werden, von denen einer mit jeweils einer Wahrscheinlichkeit von 1/ 20" qusgewdhlt
wird.

Wir werden im Folgenden an manchen Stellen davon ausgehen, dass RAND gleichverteilt
einen deterministischen Algorithmus aus strat(RAND) zieht.

Beachten Sie, dass diese Sichtweise fiir Offline-Algorithmen leichter nachzuvollziehen ist.
Wenn wir iiber das Modell der Turingmaschine argumentieren, so kénnen wir fiir einen gege-
benen Algorithmus RAND einen Algorithmus RAND’ konstruieren, der wie folgt funktioniert.
Bevor er die erste Anfrage liest, kopiert RAND’ einfach 2% Bits vom Zufallsband auf sein Ar-
beitsband. Danach benutzt RAND' letzteres genau so, wie RAND das Zufallsband gebraucht,
und greift nicht mehr auf sein Zufallsband zu. Fiir randomisierte Online-Algorithmen kénnen
wir eine solche Betrachtungsweise nicht wéihlen. Ein randomisierter Online-Algorithmus
kann seine Zufallsentscheidungen im Allgemeinen nicht zu Beginn machen; dies wiirde
namlich voraussetzen, dass dieser Algorithmus selber berechnen kann, wie viele Zufallsbits
er brauchen wird. Hierfiir muss er wiederum die Eingabeldange kennen und dies verbieten
wir natiirlich ausdriicklich. Wichtig ist aber, dass wir 2™ berechnen kénnen, wenn wir
diesen randomisierten Online-Algorithmus analysieren.

Wir haben in Definition 1.8 nicht iiber optimale randomisierte Online-Algorithmen
gesprochen. Prinzipiell wére dies schon sinnvoll; dies wére also ein randomisierter Online-
Algorithmus, der fir jede Wahl von Zufallsbits eine optimale Losung fiir jede Eingabe
berechnet. Die Existenz eines solchen Algorithmus lasst dann jedoch direkt eine viel stérkere
Aussage zu.

Satz 1.11. Wenn fiir ein Online-Problem 11 ein optimaler randomisierter Online-Algorith-
mus existiert, so existiert fiir Il auch ein optimaler deterministischer Online-Algorithmus.

Beweis. Nehmen wir also an, RAND wére ein optimaler randomisierter Algorithmus fiir II.
Dann betrachten wir, Beobachtung 1.9 folgend, RAND fiir jede Eingabelange als eine Menge
strat(RAND) von deterministischen Strategien, aus denen RAND eine auswéhlt; wichtig ist,
dass RAND fiir eine feste Eingabeldnge eine endliche Zahl von Zufallsbits benutzt und die
Kardinalitét von strat(RAND) somit ebenfalls endlich ist. Dass RAND optimal ist, bedeutet
nichts anderes, als dass er fiir jede Zufallsentscheidung auf jeder Eingabe minimale Kosten
hat. Da eine Zufallsentscheidung einfach der Wahl einer Strategie A; aus strat(RAND)
entspricht, ist also jeder deterministische Algorithmus in strat(RAND) optimal fiir II. O
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Ein dhnlicher Beweis fiir 1-kompetitive randomisierte Online-Algorithmen ist indes nicht
moglich. Hierzu betrachten wir kurz ein kiinstliches Online-Problem, fiir das ein «fast»
optimaler randomisierter Online-Algorithmus existiert, fiir das aber jeder deterministische
Online-Algorithmus beliebig schlecht ist.

o Sei e > 0 beliebig, sodass 1/ € N*.

 Die Eingabe I = (z1, ..., x,) beginnt mit einer Anfrage 1 = n, wobei n ein Vielfaches
von 1/e ist und n > 1/¢ gilt.

e Jeder Online-Algorithmus muss auf z; eine Antwort y; geben, wobei 1 < 1, < n ist.
e Die zweite Anfrage ist o mit 1 < x5 < n.

o Gilt nun y; = 9, so muss der Algorithmus unabhédngig von seinen weiteren Antworten
in jedem (1/¢)-ten Zeitschritt Kosten von 1 zahlen.

o Gilt hingegen y; # x5, so zahlt er einmalig Kosten von 1 und sonst nichts mehr.
e OPT hat also immer Kosten 1.

o Offensichtlich sind sowohl die Kosten als auch der kompetitive Faktor jedes determi-
nistischen Online-Algorithmus im schlechtesten Fall genau en.

o Wir kénnen aber einfach einen randomisierten Online-Algorithmus RAND entwerfen,
der nach dem ersten Zeitschritt eine Antwort y;, 1 < y; < n, uniform, also jeweils
mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/n, wihlt und dessen erwartete Kosten

1 1
-5-n—|—<1—>-1§1+5
n n

sind.

e Somit ist RAND also 1-kompetitiv, wobei wir Definition 1.8 entsprechend a = ¢ setzen.

Unser Argument funktioniert natiirlich nur, weil n nach dem ersten Zeitschritt bekannt
ist, wir es aber nicht wie einen Parameter behandeln. Sicherlich ist diese Argumentation
hier nicht sehr schén, aber formal richtig.

Wenn wir uns mit randomisierten Offline-Algorithmen beschéftigen, so nutzen wir haufig
die sogenannte Wahrscheinlichkeitsverstirkung (auf englisch «amplificationy). Die Idee
ist hierbei, einen Algorithmus mit einseitigem Fehler (einen sogenannten Monte-Carlo-
Algorithmus), der mit einer Wahrscheinlichkeit von weniger als 1/2 beispielsweise eine
falsche Antwort zu einer Instanz I eines Entscheidungsproblems gibt, mehrmals auf I laufen
zu lassen. Bei k Laufen ist die Wahrscheinlichkeit, eine falsche Ausgabe zu erzielen, dann
nur noch 1/2*. Bei randomisierten Online-Algorithmen kénnen wir eine solche Technik nicht
anwenden, da wir hier Antworten auf Anfragen geben miissen, die nicht mehr riickgéngig
gemacht werden diirfen.
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1.4 Ein randomisierter Online-Algorithmus fiir Paging

Wir betrachten nun den randomisierten Online-Algorithmus RMARK (Algorithmus 1.2), der
in Phasen arbeitet und Seiten, die bereits angefragt wurden, markiert. Verdrangt werden
lediglich unmarkierte Seiten, solange es welche im Cache gibt. Sind alle Seiten markiert
und ein Seitenfehler tritt auf, so endet die aktuelle Phase und eine neue beginnt, nachdem
zunachst die Markierung aller Cache-Seiten aufgehoben wurde. Vor dem Lesen des ersten
Teils der Eingabe markiert RMARK alle Seiten im Cache, damit der erste Seitenfehler eine
neue Phase einleitet.

Algorithmus 1.2: Algorithmus RMARK

mark alle Seiten im Cache;
while Eingabe ist noch nicht beendet
s := Seite mit Index z;;
if s ist im Cache
if s ist unmarkiert
mark s;
output «0»;
else
if es existiert keine unmarkierte Seite mehr im Cache
unmark alle Seiten im Cache;
s’ := guféllig gewdhlte unmarkierte Seite;
verdrange s’ und fiige s an der alten Stelle von s ein;
mark s;
output «Index von s'»;
=1+ 1;
end

Unsere Hoffnung ist nun also, dass ein Gegenspieler den Algorithmus RMARK nicht
mehr so einfach ausspielen kann, da die Seiten, die zu einem gegebenen Zeitpunkt im Cache
sind, von Zufallsentscheidungen abhédngen. Fiir die Analyse brauchen wir die folgenden
Zahlen. Fur jedes [ € INT bezeichne H; die I-te harmonische Zahl, definiert als

11 !
H=14+-+-++-=) -

1
2 3 z:lZ

Satz 1.12. Der randomisierte Online-Algorithmus RMARK fir Paging hat einen erwarte-
ten kompetitiven Faktor von 2H}.

Beweis. Bevor die erste Anfrage bearbeitet wird, werden, wie bereits erwéhnt, alle Seiten
im Cache markiert. Damit leitet der erste Seitenfehler also eine neue Phase ein. Analysieren
wir jetzt zunachst wieder eine einzelne Phase P.

e P endet genau dann, wenn k verschiedene Seiten angefragt wurden. Fiir die folgende
Argumentation gehen wir davon aus, dass keine Seite in P zweimal angefragt wird.
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Bezeichnen wir alle Seiten, die zum Beginn von P im Cache sind, als «alt» und nicht
alte Seiten, die wahrend P angefragt werden, als «neu.

Fiir jede neue Seite wird eine alte aus dem Cache verdriangt. Es ist somit fiir den
Algorithmus am schlechtesten, wenn zunéchst neue Seiten angefragt werden und
dann alte, die eventuell bereits entfernt wurden. Erst alte Seiten anzufragen, ist keine
Strategie, die dem Gegenspieler einen Vorteil gegeniiber ersterer verschafft.

Bezeichne nun [ die Anzahl an neuen Seiten, die in P angefragt werden; diese fithren
offensichtlich zu [ Seitenfehlern bei RMARK.

Weiterhin werden in P auch noch k& — [ alte Seiten angefragt, die RMARK mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit nach den ersten [ Anfragen noch im Cache hat.

Wird nun die erste alte Seite angefragt, so gibt es insgesamt k£ unmarkierte alte Seiten,
von denen ein Teil im Cache ist und ein Teil bereits verdrangt wurde; genauer wurden
zu diesem Zeitpunkt k — [ alte Seiten noch nicht verdrangt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass die gerade angefragte alte Seite also noch im Cache ist, betragt somit (k —1)/k.

Anschliessend gibt es insgesamt k£ — 1 unmarkierte alte Seiten und k — [ — 1 nicht
verdréangte unmarkierte alte Seiten. Die Wahrscheinlichkeit, dass die ndchste angefragte
Seite noch im Cache ist, betragt somit (k —1 —1)/(k — 1).

Allgemein erhalten wir fiir die i-te angefragte alte Seite eine Wahrscheinlichkeit von

k—1—(i—1)
k—(i—1)

dass sie sich noch in RMARKs Cache befindet und nicht nachgeladen werden muss.

Die entsprechende Seite ist also nicht im Cache mit einer Wahrscheinlichkeit von

e e s Y l
k= (G—-1)  k—(i—1)"

mit der fur RMARK in diesem Zeitschritt Kosten von 1 entstehen.

Zusammen mit den Kosten [ fiir die neuen Seiten ergibt sich insgesamt fiir die ewarteten
Kosten von RMARK in P

S R T S
kE—(Gi—1) ko k—1 [+1

i=1

—z+l55+—l—+ +1 1+i—+ +1
N Eok—1 I 1—-1

Hy, H,

— I(Hy, — H, + 1) < [H}, ,
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wobei wir verwendet haben, dass [ > 1 sein muss (denn jede Phase beginnt ja mit der
Anfrage einer neuen Seite). Nun miissen wir die Kosten eines optimalen Algorithmus OpT
nach unten abschétzen.

e Wenn wir zwei aufeinanderfolgende Phasen P;_; und P; betrachten, so wurden in
diesen Phasen mindestens k + [; verschiedene Selten angefragt wobei /; nun die neuen
Seiten, die wahrend P; angefragt wurden, bezeichnet.

e Somit macht OPT mindestens [; Seitenfehler wahrend dieser zwei Phasen. Wir konnen
die Phasen nun auf zwei Weisen partitionieren, wobei wir entweder mit P; oder P,
anfangen konnen, also

Pla PQ, Pg, P4, P5,... oder Pla PQ, Pg, p4, P5,....
—— = ——
lo Fehler 1[4 Fehler I3 Fehler [5 Fehler

o Ausserdem macht OPT in der ersten Phase [; Seitenfehler, da beide Algorithmen mit
demselben Cache-Inhalt starten und deswegen gilt

[V/2] [N/2]
cost(OPT(I)) > > Iy und cost(OPT(])) > Z loiq .
=1

o Es folgt

[V/2] [N/2]
cost(OpT(])) > max Z Lo, Z loi1
/

[NV/2] [N/2]
Z lo; + Z loi—1

l; .

I
DO —

Il
-MZ
N | —

=1

Insgesamt erhalten wir so eine obere Schranke fiir den kompetitiven Faktor von RMARK
von

N
> Hil, z — 28,
j=1

was zU zeigen war. O

Um besser einschatzen zu konnen, wie weit uns Randomisierung bei Paging hilft, stellen
wir fest, dass

D

=1

"1 n]
7<1—|—/ —di=Inn+1¢€ O(logn) .
i 14

Zusammenfassend haben wir also gezeigt (siehe Abbildung 4), dass
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o kein deterministischer Online-Algorithmus besser als k-kompetitiv ist, aber

« ein randomisierter Online-Algorithmus existiert, der im Erwartungswert O(log k)-
kompetitiv ist.

e Somit erlaubt uns Randomisierung eine asymptotische exponentielle Verbesserung
der Ausgabequalitiat im Erwartungswert.

Asymptotisch ist dies wiederum das Beste, worauf wir bei randomisierten Online-
Algorithmen hoffen kénnen, wie wir im Folgenden sehen werden. Bevor wir hier aber eine
untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor von randomisierten Online-Algorithmen fiir
Paging beweisen, lernen wir eine allgemeine Technik kennen, mit der wir oftmals relativ
einfach solche unteren Schranken zeigen konnen.

1.5 Yaos Prinzip

Jetzt stellen wir einen Bezug zwischen randomisierten und deterministischen Online-
Algorithmen her. Der folgende Satz erlaubt uns, eine untere Schranke fiir den erwarteten
kompetitiven Faktor von randomisierten Online-Algorithmen auf untere Schranken fiir den
kompetitiven Faktor von deterministischen Online-Algorithmen zurtickzufiihren.

Die Erkenntnis, dass alle deterministischen Strategien fiir ein gegebenes Problem schlecht
sind, reicht selbstverstdndlich nicht. Dies zeigen wir fiir verschiedene Algorithmen anhand
verschiedener Worst-Case-Eingaben. Die jeweiligen deterministischen Strategien kénnten
aber gut fiir viele andere sein, sodass dennoch ein guter randomisierter Online-Algorithmus
existiert, der zwischen ihnen wahlt (das ist ja gerade der Punkt bei randomisierten Verfahren).
Wir miissen hier etwas Stéarkeres zeigen und zwar, dass fiir eine feste Wahrscheinlichkeits-
verteilung iiber irgendwelche Instanzen alle deterministischen Strategien schlechte Resultate
liefern. Dies ist im folgenden Satz formal ausgedriickt. Intuitiv zeigen wir jetzt, dass wir eine
Aussage iiber eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die Eingaben tibertragen kénnen auf
eine Aussage iiber eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber die deterministischen Strategien
eines randomisierten Algorithmus.
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Wir gehen im Folgenden davon aus, dass sowohl die Anzahl der Instanzen des gegebenen
Online-Problems, als auch die Anzahl der deterministischen Online-Algorithmen, aus
denen ein gegebener randomisierter Online-Algorithmus wéhlt, endlich sind. Dies bedeutet,
dass strat(RAND) nun die Menge aller deterministischen Strategien von RAND bezeichnet
und nicht von der Eingabeldnge abhéngt. Beachten Sie, dass es fiir diesen Fall sinnvoll
ist, die additive Konstante o aus Definition 1.3 auf Null zu setzen. Da jede der endlich
vielen Instanzen namlich eine endliche Lange besitzt und pro Zeitschritt keine unendlich
grossen Kosten verursacht werden konnen, ist jeder deterministische Online-Algorithmus
1-kompetitiv.

Lemma 1.13. Sei II ein Online-Minimierungsproblem und Z = {1y, ..., I} eine Klasse
von Instanzen fir Il. Ferner sei Probap, eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Z, sodass
fur jeden deterministischen Online-Algorithmus ALG gilt, dass seine erwarteten Kosten
(beziiglich des durch Probapy definierten Wahrscheinlichkeitsraums der Eingaben) mindestens
c-mal so schlecht sind wie die erwarteten Kosten eines optimalen Algorithmus OPT fir ein
c € Q. Dann existiert fir jeden randomisierten Online-Algorithmus RAND eine Instanz
I € T, sodass die erwarteten Kosten (beziglich der Wahrscheinlichkeitsverteilung von RAND
iber seine Strategien) auf I nicht besser als c-mal die Kosten von OPT sind.

Beweis. Sei RAND ein randomisierter Online-Algorithmus fiir I, der eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung Probg.xp realisiert, mit der zuféllig einer der deterministischen Algorithmen
Ay, ..., Ay aus strat(RAND) gewéhlt wird.

e Nun betrachten wir eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung Probap, auf Z, die
jeder Instanz I € Z die Wahrscheinlichkeit Probapy[/] zuordnet.

« Wir kénnen dann die erwarteten Kosten des deterministischen Algorithmus A; beziig-
lich Probapy berechnen als

Eapv]cost(A4;(Z2))] = iProbADv[[i] -cost(A;(L;)) -

i=1

e Die erwarteten Kosten von RAND beziiglich Probp,y sind

Eapv[Eraxp[cost(RAND(Z))]] = i Probapy[/;] - Eranp[cost(RAND(;))]
m 4
= Z Probapy[Zi] - (Z Probgann[A4;] - cost(A;(1;))

I
N

= Z Probgran[4;] - (i Probapy[l;] - cost(A;(1;))

=1

= Y Probraw[A4;] - Eapv[cost(A4;(Z))] .

|

m l
(Z Probapy (] - Probraxn[A4;] - cost(Aj([i))>
i=1 \y=1

)



Genau genommen betrachten wir hier einen neuen Wahrscheinlichkeitsraum, der sich
aus dem Produkt der gegebenen Wahrscheinlichkeitsrdume iiber den Strategien von
RAND und den Eingaben ergibt.

Nehmen wir nun an, jeder deterministische Online-Algorithmus hat im Erwartungswert
Kosten, die c-mal grosser als die erwarteten Kosten einer optimalen Losung sind. Dies
gilt dann natiirlich insbesondere auch fiir jeden Online-Algorithmus A; € strat(RAND).

Somit erhalten wir schliesslich

M~

Eapy[Erano[cost(RAND(Z))]] = )  Probrawp|A;] - Eapv[cost(A4;)]

1

<.
~ |l

> » Probraw|A4;] - ¢ - Eapy[cost(OPT)]
=1

- Eapy[cost(OPT(Z))] .

<
I

o}

Wir sind an dieser Stelle jedoch noch nicht ganz zufrieden, denn wir haben es hier
mit einem randomisierten Gegenspieler zu tun, der seine Strategie zuféllig wahlt und
das entspricht eigentlich nicht unserem Modell.

Wir kénnen unseren Gegenspieler aber sehr einfach «derandomisieren», indem wir
uns klarmachen, dass aus obiger Ungleichung unmittelbar folgt, dass es eine Instanz
I € 7 geben muss, sodass

Eganp[cost(RAND(]))] > ¢ - cost(OpPT(]))

gilt, da wir sonst einen Widerspruch zur bewiesenen Ungleichung der Erwartungs-
werte erhalten wiirden. Wiirde konkret fiir jede Instanz I; € Z, 1 < i < m, gel-
ten, dass Erawp[cost(RAND(Z;))] < ¢ - cost(OPT(/;)) ist, so ist auch Probapy[f;] -
Eganp[cost(RAND(I;))] < ¢ Probapy[f;] - cost(OPT(I;)) fir jedes i. Damit wiirde aber
auch

iProbADv[]i] - Eranplcost(RAND(1;))] < ciProbADv[Ii] - cost(OPT(;))

i=1 =1

und somit
Eapv[Erasp[cost(RAND(Z))]] < ¢ - Eapy[cost(OPT(Z))]

gelten.

Es folgt sofort, dass eine Instanz [ existiert, sodass der erwartete kompetitive Faktor

von RAND durch

Eraxp|cost(RAND(T))]
cost(OpT(I))

beschrankt werden kann. O
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Wir haben in Lemma 1.13 iiber das Verhéltnis der erwarteten Kosten von Online-
Algorithmen und der erwarteten Kosten einer optimalen Losung argumentiert. Dies er-
laubt uns aber noch nicht, auch iiber den erwarteten strikten kompetitiven Faktor zu
argumentieren. Sei ALG ein beliebiger deterministischer Online-Algorithmus und eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber Eingaben gegeben; dann gilt im Allgemeinen

EADV[cost(ALG(I))]#E [cost(ALG(I))
Eapy[cost(OPT(Z))] 7~ ™| cost(OPT(Z))

Das folgende Lemma kann allerdings analog zu Lemma 1.13 bewiesen werden, und somit
kénnen wir auch iiber den Erwartungswert des strikten kompetitiven Faktors argumentieren.

Lemma 1.14. Seien 11, 7 und Probap, wie oben. Ferner sei der erwartete kompetitive
Faktor jedes deterministischen Online-Algorithmus ALG mindestens ¢ fir ein ¢ € Q. Dann
ist der kompetitive Faktor jedes randomisierten Online-Algorithmus ebenfalls nicht besser
als c.

Beweis. Sei also RAND wieder ein randomisierter Online-Algorithmus, der eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung Probgrayp iiber Ay, ..., A, realisiert.

o Nach Voraussetzung gilt

[ cost(A4,(7))
AV cost(OPT(T))

fir jeden deterministischen Online-Algorithmus A;.

o Fiir Eppy folgt ferner

- [ cost(4,(2))

n cost(A;(1;))
cos(Opr(z)]| ~ & POt

= cost(OPT(I;))

o Fir RAND erhalten wir somit

Eranp|cost(RAND(Z))]
cost(OPT(Z)) 1

EADV [

Z§:1 Probpwp[A;] - cost(A; (I))]

= EADV[ cost(OPT(I))

Z§:1 Probran[A4;] - cost(A4;(1;))
=3 (Probaola) R )

¢ cost(A,(1;))
Probapy[1; Z_:PTObRAND m

' COS i
(Z‘{ Probapy[Li] - Probrawn[4;] - COS’CEE)P’l(“—EI)z))))

Probgraxn [AJ] EmIPIObADV[Ii] ' C(;(S)j(cé)lyr((l)z)))>
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o In der letzten Zeile konnen wir nun die Definition des Erwartungswertes 5y einsetzen
und erhalten

4
= Z PrObRAND [Aj} -Eapv

j=1

E,.. [ER anp [cost(RAND(Z))] ]

cost(A;(7))
cost(OpPT(Z)) [

cost(OpPT(Z))

o Mit der unteren Schranke von c¢ folgt jetzt

Eranp|cost(RAND(Z))]
cost(OpPT(Z))

]EADV [

)4
Z Z PrObR,AND [AJ] rC=_°C.
j=1

Wie auch im Beweis von Lemma 1.13) kénnen wir wegen der Definition von Ejpy
argumentieren, dass es eine Instanz I € Z geben muss, sodass

Egraxp|cost(RAND(T))]
cost(OpT(])) -

C

gilt. a

Aus den Lemmata 1.13 und 1.14 folgt nun Yaos Prinzip fiir Online-Minimierungsprobleme
fiir eine konstante Anzahl von Instanzen und Algorithmen.

Satz 1.15 (Yaos Prinzip). Seien wieder I1, Z und Probay, wie oben. Fir jeden rando-
masierten Online-Algorithmus existiert dann eine Fingabe I, sodass

Eganp[cost(RAND(I))]
cost(OpPT(I))

E spv]cost(A;(Z))] A cost(A;(7))
Eapvlcost(OPT(Z))] [ 7 | 4| cost(OPT(T))

> max { min
J

12

Mit dhnlichen Uberlegungen und Argumenten kénnen wir eine analoge Aussage fiir
Online-Maximierungsprobleme machen. Ferner kénnen &hnliche Aussagen bewiesen werden,
wenn sowohl Z als auch strat(RAND) unbeschriankt gross sind; hierbei darf die Konstante o
aus Definition 1.3 beliebig sein.

Im tbernédchsten Kapitel werden wir die soeben vorgestellte Technik benutzen, um eine
untere Schranke fiir randomisierte Online-Algorithmen fiir Paging aufzustellen, die tiber
untere Schranken fiir deterministische Algorithmen argumentiert. Zunachst betrachten wir,
um unsere Intuition zu festigen, eine andere Sichtweise auf Online-Probleme und das Spiel
zwischen einem Algorithmus und einem Gegenspieler.

1.6 Eine alternative Sichtweise: Spieltheorie

Wir betrachten einen randomisierten Online-Algorithmus RAND und einen Gegenspieler,
der RAND so sehr wie moglich schaden mochte. Nehmen wir wieder an, RAND trifft b € IN™
bindre Zufallsentscheidungen und zieht somit nach Beobachtung 1.9 zufillig einen von
¢ deterministischen Algorithmen Ay, ..., A, aus strat(RAND), wobei ¢ < 2° ist. Auf der
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anderen Seite kann ADV eine beliebige Eingabe I, ..., I,, aus einer Klasse Z wahlen, die
RAND dann bearbeiten muss; dabei nehmen wir immer an, dass ¢ und m beliebig grosse,
aber endliche Zahlen sind und setzen aus den eben erwéhnten Griinden a = 0.

Wir bezeichnen Ay, ..., A, als Strategien von RAND und 14, ..., I,, als die Strategien
von ADV. Weiterhin definieren wir ¢; ;, mit 1 <¢ < m,1 < 37 </, als den kompetitiven
Faktor des deterministischen Algorithmus A; auf der Eingabe I;, also

o cost(A4;(1;))
" cost(OPT(LL))

Wir kénnen mit diesen Werten nun die folgende Matrix 7" konstruieren.

A Ay Ay

L C11 Ci12 C13

I, Ca1 C22 C23
Is C31 C32 C33

Bleiben wir zunachst einmal im deterministischen Fall. Jetzt konnen wir uns also vorstellen,
dass RAND eine Spalte j auswahlt, sodass, wenn eine Zeilenauswahl von ADV gegeben
ist, der Wert ¢; ; moglichst klein ist; analog konnten wir sagen, dass RAND garantieren
mochte, dass —c; ; moglichst gross sein soll. Auf der anderen Seite méchte ADV den Wert
¢;; maximieren. Da fiir eine konkrete Auswahl einer Zeile und einer Spalte RAND einen
Gewinn hat, der genau dem negierten Gewinn von ADV entspricht, reden wir in diesem
Zusammenhang von einem Nullsummenspiel fiir zwei Personen. Fiir unsere weiteren
Untersuchungen ist es von Vorteil, davon zu sprechen, dass RAND den Gewinn von ADV
minimieren mochte (was gleichbedeutend damit ist, den eigenen Gewinn zu maximieren,
aber eine intuitivere Betrachtungsweise darstellt).

Wir bezeichnen ADV als den Zeilenspieler und RAND als den Spaltenspieler. Wir diirfen
hier annehmen, dass beide Spieler die moglichen Strategien ihres Gegners, und somit T,
kennen. Ein einfaches Beispiel ist durch die folgende Matrix T} gegeben.

Ay Ay
L1 2
L2 1

Beide Spieler gehen nun méogliche Verlaufe eines Spiels mit der gegebenen Matrix im Kopf
durch, um danach zu bestimmen, welche Strategie fiir sie die beste wére, denn sie sollen
nachher gleichzeitig ziehen. Allerdings sehen sie sehr schnell ein, dass einer von ihnen die
Strategie immer wechseln wollen wiirde. Hatten sich beide Spieler entschieden, ihre ersten
Strategien, also A; und I; zu wéhlen, wiirde ADV einen Gewinn von ¢;; = 1 erhalten und
RAND einen von —1. Da ADV die Matrix T; jedoch kennt, wird er in diesem Fall seine
Strategie wechseln wollen und I spielen. Dies fiihrt jedoch zu einem Gewinn von RAND
von —c; o = —2, weswegen nun dieser seine Strategie auf A, wechselt. Anschliessend hat
ADV wiederum einen Anreiz, seine Strategie zu dndern und wir sehen schnell, dass wir
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uns im Kreis drehen; egal, was gespielt wird, bleibt die Strategie des anderen unverdndert,
so hat einer der Spieler immer einen Vorteil, wenn er seine eigene dndern wiirde.

| A Ay
Il ¢<—T

[2 i

Betrachten wir nun die Matrix 75, so sehen wir ein anderes Phanomen.

Ay Ay As Ay
L7 2 3 1
L1 4 5 4
L{10 9 6 9
L6 3 2 11
|12 1 2 5

Hier gibt es ein Paar von Strategien, das dazu fiihrt, dass keiner der beiden Spieler einen
Anreiz hat, seine eigene Strategie zu dndern, wenn der andere seine Strategie beibehélt.
Konkret ist dies der Fall, wenn RAND die Strategie A3 und ADV die Strategie I3 spielt.

A Ay Az Ay
[1 >
[2 <
I3 —
]4 >|<€ }'
I Y le

In diesem Fall sagen wir, dass das Spiel in einem Gleichgewicht ist und wir nennen cs 3
den Wert des Spiels.

o Waihlt RAND die Strategie Az, so kann er sicher sein, dass der Gewinn fiir ADV nicht
grosser als 6 ist. Wiirde RAND beispielsweise A; wéahlen, so konnte der Gewinn von
ADV wesentlich grosser sein, namlich 12.

o Wihlt ADv auf der anderen Seite die Strategie I35, so kann er davon ausgehen, dass
sein Gewinn mindestens 6 ist. Wiirde er beispielsweise I5 wahlen, konnte sein Gewinn
mit 1 viel niedriger ausfallen.

Wir konnen also in einem solchen Fall die Strategien der beiden Spieler wie folgt beschreiben.

» RAND wahlt seine Strategie A;- derart, dass der maximale Wert iiber alle Eintrige in
dieser Spalte minimal ist, also

j* = argmin{max{c;;}}
J i
und wir setzen
URanD \= m?x{cm*} )
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o ADV wahlt seine Strategie I;« hingegen so, dass der minimale Wert iiber alle Spalten
in dieser Zeile maximal ist, also

i* = arg max{min{¢; ;}}
i j
und wir setzen analog

VApy := mjin{cl-fj} )

o Wie wir gerade gesehen haben, ist

VUApv = URanD »

wenn das Spiel ein Gleichgewicht hat. Wenn ¢* und j* gespielt werden, so kann keiner
der beiden Spieler durch einen alleinigen Wechsel seiner Strategie dafiir sorgen, dass
sein Gewinn grosser wird.

Wir wissen bereits, dass der dritte Punkt im Allgemeinen nicht erfiillt ist, auch wenn
die Werte vganp und vapy immer existieren; wir konnen lediglich davon ausgehen, dass
Uapy < Uranp iSt. Als letztes Beispiel betrachten wir die Matrix T3.

(A Ay Ay A,
L] 6 5 8 4
L7 6 2 7
11 3 3 2

Nehmen wir also an, beide Spieler verfahren nach obigem Prinzip.

o RAND kann immer garantieren, dass der Gewinn von ADV nicht grosser als 6 ist,
indem er A, spielt. Fiir ADv wére es in diesem Fall offensichtlich am besten, I, zu
spielen. Allerdings wiirde RAND seine Strategie dann éndern und Az wéhlen.

o Auf der anderen Seite kann ADV durch die Wahl der Strategie I; garantieren, dass
sein Gewinn mindestens 4 ist. RAND wiirde A, wahlen und ADv héatte wiederum
einen Anreiz, seine Strategie zu andern.

o Insbesondere ist die Wahl I; und A; kein Gleichgewicht in diesem Spiel.

Das préasentierte Vorgehen scheint nicht sehr aussichtsreich, um deterministische Algorithmen
zu analysieren, aber wir wollen ja auch eigentlich iiber randomisierte Online-Algorithmen
sprechen und wir nehmen im Folgenden zunéchst einmal an, dass ADV ebenfalls randomisiert
agiert. Wenn wir diese Betrachtungsweise auf unser Spiel iibertragen, so haben wir es mit
folgender Situation zu tun.

o RAND arbeitet mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Probg,yp : strat(RAND) —
[0, 1] iiber den Spalten von 7". Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeit Probg (4],
dass RAND die Strategie A; wahlt, mit ¢;; ¢ = (q1,...,q) heisst die gemischte
Strategie von RAND.

24



e Analog arbeitet ADV mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Probapy: Z — [0, 1]
iber den Zeilen von 7. Die Wahrscheinlichkeit Probapy[/;], dass ADV die Strategie

I; wahlt, bezeichnen wir mit p;; p = (p1,. .., pm) heisst die gemischte Strategie von
Apv.

Die Auszahlung modellieren wir nun als eine Zufallsvariable G: Z x strat(RAND) — R,
deren Erwartungswert sich zu

m

E[G] = Z pi-Cij-q; =p'Tq

=1 j5=1

berechnet. Offensichtlich mochte RAND diesen Erwartungswert durch die Wahl seiner
Wahrscheinlichkeitsverteilung minimieren und ADV mochte ihn maximieren. Wie sehen
aber nun konkret geschickte Wahlen fiir Wahrscheinlichkeiten der beiden Spieler aus? Wir
argumentieren wieder so wie wir es oben fiir deterministische Strategien getan haben.

e RAND kennt 7" und weiss, dass ADV ein Interesse daran hat, seine gemischte Strategie

p so zu wahlen, dass E[G] fiir die gegebene Wahl ¢ maximiert wird. Somit kann RAND
eine Strategie ¢* wahlen, sodass

¢" = argmin{max{p'T'q}}
ist. Also hat ADV hochstens einen Gewinn von

VRAND = mgx{pTTq*} )

o Auf der anderen Seite kann ADV eine gemischte Strategie p* wéhlen, sodass
p" = argmax{min{p'7'q}}
ist, kann also einen Gewinn von mindestens
VApy = mqin{p*TTq}
garantieren.

Analog zu unseren Uberlegungen zu deterministischen Strategien ist klar, dass vapy < URano
gilt, tatséachlich gilt diese Beziehung aber mit Gleichheit. Der folgende Satz ist eines der
wichtigsten Resultate aus der Spieltheorie, denn er besagt, dass vpanp = vapy gilt. Wir

werden ihn hier nicht beweisen.

Satz 1.16 (Minimax-Theorem). Fir jedes Nullsummenspiel fir zwei Personen mit end-
lichen Strategien gilt

min{max{p"T'q}} = max{min{p™Tq}} .
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Das Minimax-Theorem hat fiir uns eine wichtige Konsequenz. Es sagt aus, dass es
fiir Nullsummenspiele fiir zwei Personen ein Gleichgewicht in gemischten Strategien p*
und ¢* gibt, die auf die obige Weise berechnet werden kénnen. Was bedeutet dies nun fiir
randomisierte Online-Algorithmen?

Wir stellen fest, dass, wenn p oder ¢ fest sind, der jeweils andere Spieler seinen Gewinn
maximieren kann, indem er lediglich eine reine Strategie wéihlt. Nehmen wir beispielsweise an,
die Strategie ¢ sei gegeben; dies entspricht natiirlich genau der Situation, die wir bei rando-
misierten Online-Algorithmen vorfinden, denn ADV kennt die Wahrscheinlichkeitsverteilung,
mit der RAND seine deterministischen Strategien wéahlt. Dann gilt

Ci1 .- Ciyg q1 G

Cm71 ij qe Cm

sodass ADV seine Strategie nun als Einheitsvektor wiahlen kann, bei dem genau der Eintrag
nicht 0 ist, fir welchen der entsprechende Eintrag in (¢} ... ¢/,,)T am grossten ist, um seinen
Gewinn

(b1 - ) -

/
G

/
Cm

zu maximieren. Analog konnen wir umgekehrt argumentieren. Wenn wir diese Erkenntnis
mit Satz 1.16 kombinieren, erhalten wir das folgende Lemma, wobei ¢;, fir 1 < i < m
beziehungsweise 1 < ¢ < ¢, den entsprechenden Einheitsvektor bezeichnet, bei dem der i-te
Eintrag 1 ist und alle anderen 0.

Lemma 1.17 (Das Lemma von Loomis). Fir jedes Nullsummenspiel fir zwei Perso-
nen mit endlichen Strategien gilt

mqin{max{eZTTq}} = mgx{min{pTTej}} :
) J

Da fiir jede feste gemischte Strategie p’ fiir ADV offensichtlich
mgx{min{pTTej}} > min{p'Te;}
J j

gilt, konnen wir zusammenfassend somit unter Verwendung des Minimax-Theorems bezie-
hungsweise des Lemmas von Loomis schlussfolgern, dass fir jedes p’

min{max{eT'q}} > min{pTe;}
q 1 J
ist. Sei wieder ¢* eine optimale gemischte Strategie fiir RAND. Dann ist

max{e/Tq"} > min{pTTe;} .
? J
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Bei genauerer Betrachtung stellen wir fest, dass diese Ungleichung wiederum genau Yaos
Prinzip entspricht, das wir im letzten Kapitel vorgestellt haben. Die Aussage ist, dass eine
Eingabe (namlich e]) existiert, sodass fiir einen besten randomisierten Online-Algorithmus
(namlich ¢*) die Kosten mindestens so gross sind wie die eines besten deterministischen
Online-Algorithmus (némlich e;) auf einer beliebigen festen Verteilung auf den Eingaben
(ndmlich p’).

1.7 Eine untere Schranke fiir randomisierte Paging-Algorithmen

Wir haben in Satz 1.12 gezeigt, dass RMARK einen erwarteten kompetitiven Faktor von
2Hj, erreicht. Jetzt zeigen wir, dass dies nur maximal eine multiplikative Konstante von
2 von dem entfernt ist, was ein randomisierter Online-Algorithmus fiir Paging iiberhaupt
schaffen kann.

Satz 1.18. Kein randomisierter Online-Algorithmus fir Paging kann einen besseren er-
warteten kompetitiven Faktor als Hj erreichen.

Beweis. Es reicht hier (genau wie beim Beweis von Satz 1.6), wenn wir davon ausgehen,
dass es insgesamt nur k + 1 Seiten gibt. Wir betrachten folgende Wahrscheinlichkeitsver-
teilung iiber alle Eingaben und zeigen, dass jeder deterministische Online-Algorithmus
hohe erwartete Kosten hat. Mit Yaos Prinzip koénnen wir dann auf die Kosten eines besten
randomisierten Online-Algorithmus schliessen.

o Im ersten Zeitschritt wird die Seite sy, angefragt, die nach Definition nicht im
Speicher ist.

« In allen weiteren Zeitschritten wird mit jeweils einer Wahrscheinlichkeit von 1/k eine
beliebige Seite ausser der unmittelbar zuvor angefragten Seite angefragt.

Wir unterteilen die Eingabe wieder in Phasen. Phase 1 beginnt mit dem ersten Zeitschritt
und endet im Zeitschritt 7, wobei in Zeitschritt j + 1 das erste Mal alle k£ + 1 verschiedenen
Seiten angefragt wurden. Danach beginnt Phase 2, die analog definiert ist, etc. Es ist hier
zu beachten, dass die Lange einer Phase nicht fix ist.

Wir betrachten wieder eine einzelne Phase und zeigen, dass die erwarteten Kosten jedes
deterministischen Online-Algorithmus (ungefdhr) Hy-mal hoher sind als die einer optimalen
Losung.

o Jeder deterministische Online-Algorithmus hat zu jedem Zeitpunkt genau k Sei-
ten im Cache. Das bedeutet, dass fiir jede angefragte Seite diese gerade mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1/k nicht im Cache ist (eine Ausnahme bildet natiirlich der
erste Zeitschritt). Er macht also in jedem Zeitschritt einen Seitenfehler mit dieser
Wahrscheinlichkeit.

o Auf der anderen Seite existiert fiir jede Phase ein optimaler Algorithmus OPT, der
nicht mehr als einen Fehler macht. In Phase 1 macht er einen mit der ersten Anfrage;
er verdrangt dann die Seite, die als erstes zu Beginn von Phase 2 angefragt wird etc.
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Wenn wir mit |P| die erwartete Lange von P bezeichnen, dann gilt fiir die erwarteten
Kosten jedes deterministischen Algorithmus ALG wahrend P

Eaov[cost(ALG(P))] _ [P~ _ |P|

Eapyv[cost(OpPT(P))] — 1 k-

Die wesentliche Grosse, die es nun abzuschétzen gilt, ist die erwartete Léange einer Phase
P. Diese lasst uns direkt tiber die erwarteten Kosten jedes deterministischen Algorithmus
sprechen.

Die Phase P ist genau dann beendet, wenn die nachste Anfrage das erste Auftauchen
der (k + 1)-ten Seite seit Beginn von P ist.

Wir miissen also abschitzen, wie lange es im Erwartungswert dauert, bis alle Seiten
S1,-..,8k+1 angefragt wurden (dieses Problem ist allgemein als Sammelbilderpro-
blem, englisch «coupon collector’s problem», bekannt ). Die erwartete Anzahl von
Zeitschritten ist diese Zahl minus 1.

Sei zu diesem Zweck t;, 1 <@ < k + 1 eine Zufallsvariable, die die Anzahl der Schritte
zahlt, die vergehen, bis die i-te Seite angefragt wird, nachdem bereits i — 1 Seiten
angefragt wurden; diese Wahrscheinlichkeit ist dann in jedem Zeitschritt gleich.

Betrachten wir fiir P zunédchst die Wahrscheinlichkeit p;, die i-te neue Seite anzufragen,
wenn in fritheren Zeitschritten schon ¢ — 1 Seiten angefragt wurden.

Es ist klar, dass p; = 1 gilt und, weil wir im zweiten Zeitschritt von P die erste Seite
nicht anfragen, ist ebenfalls py = 1.

Allgemein gilt fir 2 < i < k+ 1, dass

k— (i —2)

bi = 2

Nun kénnen wir den Erwartungswert von ¢; wie folgt berechnen. Nehmen wir an, wir
hétten soeben die (i — 1)-te Seite angefragt und zéhlen ab jetzt die Zeitschritte, die wir
brauchen, bis wir die i-te Seite anfragen. Die Wahrscheinlichkeit, dass dies 5 Schritte
braucht, ist p; - (1 — p;)’~!, d. h., wir haben j — 1 Schritte eine schon angefragte Seite
gezogen und beim j-ten Mal eine noch nicht gefragte. Somit folgt

EADV[ti] = Z] “Di (1 _pi)jil
j=1

Y41 pi-(1—p)

<
Il
o

jopi-(=p) +> pi-(1—p;)

M

j=0 3=0
=(1—ps)- Zj pi-(L=—p) i Z(l —pi)
j=1 Jj=0
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Di
=(1-—p)- E il + —————
( p) ADV[}+1—(1—pi)
und schliesslich
1

]EADV [tz] = — .
Di

e Sei nun t = t; + --- 4 t,1 eine Zufallsvariable, die alle Schritte zédhlt, bis k& + 1
verschiedene Seiten seit dem Beginn von P angefragt wurden. Jetzt erhalten wir

EADV [t] - ]EADV [tl +---+ tk+1]

- ]EADV[tl] '+]EADV[tk+1]
1 1
=1+ — 4+
b2 Pr+1
k+1
=1+ Z —
k—i—l k
=1
* Z —(i—2)
k-i-l 1
=1+k-
* Z —(i—2)

und damit, dass P nach erwarteten kHj Schritten beendet ist.

Aus den Kosten fiir eine Phase konnen wir schliesslich auf die Kosten der gesamten
Eingabe schliessen. Wir bleiben an dieser Stelle allerdings auf einer intuitiven Ebene
und verzichten auf die mathematischen Details. Mit Yaos Prinzip beziehungsweise einer
Verallgemeinerung von Satz 1.15 folgt dann sofort die Aussage des Satzes. O

1.8 Ein Barely-Random-Algorithmus fiir Paging

Wir haben nun eine gewisse Ubersicht iiber Paging erhalten. Insbesondere sind randomisierte
Verfahren exponentiell besser als deterministische und zwar sogar nachweislich, d. h., die
oberen und unteren Schranken sind asymptotisch scharf. Wenn wir etwas genauer hin-
schauen, sehen wir ausserdem, dass die bislang betrachteten Algorithmen sicherlich effizient
sind. Was konnten wir nun noch verbessern? Ein Punkt, der fiir uns auch in folgenden
Kapiteln eine nicht unwesentliche Rolle spielt, ist die Frage, wieviel Randomisierung wir
eigentlich benotigen. Der eben besprochene randomisierte Online-Algorithmus RMARK
benutzt beispielsweise eine Anzahl an Zufallsbits, die von der Eingabeldnge abhédngt, muss
also aus einer sehr grossen Menge strat(RMARK) auswéihlen. Wir kénnen jedoch zeigen,
dass dies nicht notig ist, um asymptotisch ein genau so gutes Ergebnis zu erzielen. Konkret
geben wir jetzt einen Online-Algorithmus an, der nur eine konstante Anzahl an Zufallsbits
benotigt. Einen solchen Algorithmus nennen wir Barely-Random-Algorithmus (zu
Deutsch also so etwas wie «gerade noch zufalliger Algorithmus»).
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Der hier betrachtete Barely-Random-Algorithmus RMARKBARELY benutzt zufallig
einen deterministischen Online-Algorithmus, der analog zu RMARK funktioniert, an-
gefragte Seiten also markiert und nur unmarkierte Seiten verdringt. Genauer benutzt
RMARKBARELY b Zufallsbits, um uniform einen deterministischen Algorithmus aus der
Menge strat(RMARKBARELY) = { Marky, ..., Marky } zu wéhlen. Die Online-Algorithmen
Mark;, 1 < i < 2° verdringen unmarkierte Seiten bei einem Seitenfehler jeweils determi-
nistisch und sind so konstruiert, dass sie dies so tun, dass, wenn eine Seite angefragt wird,
diese bei moglichst wenigen von ihnen nicht im Cache ist.

Probieren wir zunéchst, uns die Idee beispielhaft klar zu machen. Nehmen wir an, wir
wirden 2 Zufallsbits lesen, wiirden also einen von 4 Algorithmen Mark,, Marky, Marks und
Mark, wahlen. Weiterhin habe der Cache eine Grosse von 7 und sei mit irgendwelchen Seiten
S1,...,s7 initialisiert, sodass wir zu Beginn der Berechnung folgende Situation vorfinden.

(5] 52 s8] saf5s[6]s7]

Alle Algorithmen merken sich diese Seiten in dieser Reihenfolge. Nun wird eine Seite
sg angefragt, die nicht im Cache ist. Dies fiihrt dazu, dass Mark; die Seite s; verdrangt,
um Platz fiir sg zu schaffen; wir heben markierte Seiten hier hervor, indem wir sie grau
hinterlegen.

MCLT’k11|88|82|83|S4|85|86|S7‘ Markgz\sl|52|38|s4|s5|86|s7\

Markg:\sl|58|33|s4|s5|36|37\ Mark4:\sl|32|83|38|s5|56|37\

Wird nun die Seite sg angefragt, so verdrangen die Algorithmen die nichsten Seiten
entsprechend der oben festgelegten Reihenfolge der Seiten, die urspriinglich im Cache
waren.

Mark1:|38|39|83|S4|s5|56|37\ Markgz\sl|32|ss|39|s5|36|57\

Markg:\sl|58|59|s4|s5|56|37\ Marl@;:\sl|32|33|38|59|36|37\

Die Idee ist also, dass, wenn nun beispielsweise die alte Seite s, angefragt wird, diese nur
bei manchen Algorithmen, ndmlich bei Mark, und Marky nicht im Cache ist. Wird dann
gleich verteilt einer der 4 Algorithmen gewéhlt, so ist sy zu diesem Zeitpunkt also mit einer
Wahrscheinlichkeit von 1/2 noch im Cache.

Allerdings entsteht ein Problem, wenn wir diese Idee weiterdenken; und zwar kann es
passieren, dass mehrere Algorithmen ab einem gewissen Zeitpunkt gleich verfahren. Nehmen
wir an, es wird nun die alte Seite s; angefragt. Dann fithrt dies zu folgender Situation.

Mark1:|38|89|51|54|s5|56|37\ Maf‘kgiISl|82|88|89|S5|$6|87‘

MCL’I"leISl|88|89|84|S5|86|S7‘ MCL’I"]C42|81|82|83|88|89|86|S7‘

Wir sehen, dass die Algorithmen Mark,; und Mark, nun dieselben markierten (die Reihenfolge
ist offensichtlich irrelevant) und unmarkierten Seiten im Cache haben. Ab dem aktuellen
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Zeitschritt handelt es sich hier also tatsdchlich um denselben deterministischen Online-
Algorithmus. Offensichtlich wollen wir eine solche Situation moglichst vermeiden. Ein
einfacher Ausweg wére hier, dass Mark, nicht die Seite s3 verdringt, sondern eine andere
Seite, von der wir sicher sein kénnen, dass sie noch kein Algorithmus verdrangt hat. Als
Beispiel nehmen wir die Seite s; und erhalten die folgende Situation.

Markl:lsg|39|s3|s4|55|56|51\ Mark3:|81|52|38|39|s5|56|57\

Markgzlsl|58|39|s4|s5|s6|s7\ MCL’I"]{?4Z|81|82|S3|88|89|86|S7‘

Jetzt wird die Seite s3 angefragt und wieder wiirden, wenn alle Algorithmen unserer
urspriinglichen Idee folgen, zwei Algorithmen anschliessend gleich arbeiten. Dieses Mal
handelt es sich hierbei um die Algorithmen Marks und Mark,, sodass die Cache-Inhalte
der 4 Algorithmen wie folgt aussehen.

MCLT’]ﬁIISg|89|83|S4|S5|86|81‘ Markgzlsl|32|58|59|53|56|37\

MCL’I"]fQZISl|88|89|83|S5|56|57‘ MCL’/’k42|81|82|83|88|Sg|56|87‘

Auch hier kénnen wir aber einfach Abhilfe verschaffen, indem Marks nicht die Seite ss,
sondern die Seite sg verdrangt, sodass sich folgende Situation ergibt.

MCL?”]ﬁing|89|83|84|S5|86|81‘ MCL’I"kgilSl|82|88|89|85|83|S7‘

Mark2:|31|38|39|83|35|56|s7\ Mm“k43|81|82|S3|88|89|86|S7‘

Nun stossen wir allerdings an eine Grenze, denn ein weiteres Mal konnen wir diese Strategie
nicht verfolgen, da wir nun keine alten Seiten mehr iibrig haben, die von noch keinem der
Algorithmen verdrangt wurden.

Um RMARKBARELY zu analysieren, unterteilen wir die Eingabe wieder in Phasen, die
so aufgebaut sind, dass sie aus k verschiedenen Anfragen bestehen und die wir jeweils wieder
einzeln analysieren. Nehmen wir an, es wiirden am Anfang der betrachteten Phase drei neue
Seiten angefragt. Jeder der betrachteten Algorithmen hat somit drei Seiten nach dem obigen
Prinzip verdrangt. Konkret funktioniert dies so, dass jeder der vier Online-Algorithmen,
nachdem die drei neuen Seiten angefragt wurden, mit einer Folge von drei verdrangten alten
unmarkierten Seiten assoziiert ist; Marks beispielsweise mit (ss, s4, $5) usw. Dies erreichen
wir, indem wir die Seiten, die am Anfang im Cache sind, beliebig (z. B. so, wie sie im Cache
auftauchen) ordnen und jeden der Algorithmen eine Teilfolge hiervon verdrédngen lassen
(sieche Abbildung 5).

Im weiteren Verlauf der Berechnung miissen wir immer darauf achten, dass diese
Teilfolgen fiir jeden der Algorithmen eindeutig bleiben, sodass keine zwei Algorithmen
dasselbe tun. Beachten Sie, dass die markierten Seiten innerhalb einer Phase fiir alle
Algorithmen immer gleich sind; deswegen werden soeben markierte Seiten aus den Teilfolgen
geloscht.

Wird in einem Zeitschritt eine neue Seite angefragt, werden die jeweiligen Teilfolgen
einfach in dem entsprechenden Zeitschritt um 1 erweitert, was bedeutet, dass eine alte
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S1,52,53,54,55,S56,S7, 58, .-
Mark, —
Marky ——
Marks ——
Marky —

Abbildung 5.

unmarkierte Seite verdrangt wird, um diese Seite in den Cache zu laden. Wird allerdings
eine alte unmarkierte Seite s angefragt, ist die Situation komplexer. Die Algorithmen, die s
schon im Cache haben, miissen ihre Teilfolgen offensichtlich nicht verdndern, schliesslich
haben sie s per Definition noch nicht verdrangt. Die Algorithmen, die die Seite allerdings
nicht im Cache haben, diirfen nun nicht die der urspriinglichen Ordnung nach néchste
Seite s’ verdrangen; wie wir oben gesehen haben, konnen wir in diesem Fall ndmlich nicht
garantieren, dass die Algorithmen nach einem solchen Schritt noch unterschiedlich agieren.
Stattdessen benutzen sie eine Seite s”, die bislang bei allen Algorithmen im Cache ist, die
also von noch keinem Algorithmus verdréngt wurde. Wann eine solche Seite noch existiert,
werden wir gleich genauer analysieren, nehmen wir jetzt einfach an, dies wére der Fall. In
allen Teilsequenzen tauschen wir somit s gegen s” aus.

o Wenn wir konkret auf obiges Beispiel zurtickkommen, so waren nach den Anfragen der
Seiten sg und sg mit Mark; und Marky die Teilfolgen (si, s9) und (so, s3) assoziiert.

o Wird nun s; angefragt, so wird die Teilfolge von Marks nicht verdndert, denn er hat
s1 noch im Cache und muss sie lediglich markieren.

e Bei der Teilfolge von Mark, hingegen wird s; geloscht, denn die Seite ist fortan
markiert. Wird dann, um s; zu laden, die Seite s3 verdrangt, so sind beide Teilfolgen
offensichtlich (s9, $3).

o Was wir also tun, ist, Mark, die unmarkierte Seite s; verdringen zu lassen, was zu
einer Teilfolge (s9, s7) fithrt.

o Somit ist garantiert, dass beide Algorithmen nach dieser Anfrage weiterhin unter-
schiedliche unmarkierte Seiten im Cache haben.

Allgemein werden wir, nachdem wir dieses Vorgehen einige Male wiederholt haben, an
einen Punkt kommen, an dem wir keine freien (d.h. unmarkierte alte) Seiten mehr zur
Verfiigung haben und der Gegenspieler uns zwingen kann, dass fortan mehrere Algorith-
men gleich fortfahren. Der randomisierte Online-Algorithmus RMARKBARELY arbeitet
deswegen in Runden, sodass er wahrend einer Runde garantieren kann, dass noch genug
alte unmarkierte Seiten tibrig sind und die Algorithmen Mark,, ..., Marky nie denselben
Cache-Inhalt haben. Am Ende einer Runde werden wiederum Algorithmen zu Gruppen
zusammengefasst, sodass Algorithmen in derselben Gruppe ab diesem Zeitpunkt Seiten
nach derselben Strategie verdrangen. Mit anderen Worten, gehen wir hier so vor, dass wir
das unumggéngliche Zusammenfiigen verschiedener Algorithmen so weit wie es geht hinaus-
zogern und dies in einem gewissen Sinne «kontrolliert» tun, anstatt es den Gegenspieler
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an einer anderen Stelle tun zu lassen. Wir verfolgen diesen Ansatz, um die Analyse von
RMARKBARELY einfacher zu gestalten.

Im obigen Beispiel kénnen die zu verdrangenden Seiten so gewahlt werden, dass die
Algorithmen nach dem Bearbeiten der Anfragen dennoch unterschiedliche Cache-Inhalt
haben. Es existiert allerdings eine Folge von vier Seitenanfragen, sodass, wenn die vorgestellte
Strategie verfolgt wird, mit der fiinften Anfrage unweigerlich folgt, dass zwei Algorithmen
fortan gleich agieren.

Beachten Sie, dass RMARKBARELY im Folgenden alle deterministischen Algorithmen
gleichzeitig simulieren muss, um zu wissen, wie der konkret ausgewéhlte Algorithmus die
Seiten verdrangt.

Wir beschreiben und analysieren RMARKBARELY jetzt genauer, wenn wir den folgenden
Satz beweisen, der im Wesentlichen aussagt, dass er asymptotisch nicht schlechter als der
beste randomisierte Online-Algorithmus fiir Paging ist. Hierfiir werden wir die soeben
diskutierten Ideen formalisieren.

Satz 1.19. Der randomisierte Online-Algorithmus RMARKBARELY fiir Paging liest b
Zufallsbits, wobei 2° < k gilt, und erreicht einen erwarteten kompetitiven Faktor von

2(k+1)

3+ =

Beweis. Wir betrachten die deterministischen Algorithmen Marky, ..., Marky und unter-
teilen die Eingabe wie im Beweis von Satz 1.12 in Phasen, in denen £ verschiedene Seiten
angefragt werden.

o Wie bereits besprochen, haben die Algorithmen jeweils andere Vorgehensweisen, wie
unmarkierte Seiten verdriangt werden.

o Die Menge markierter Seiten ist allerdings nach Definition fir alle Algorithmen zu
jedem Zeitpunkt gleich. Dies bedeutet wiederum, dass jeder solche Algorithmus zum
Beginn einer Phase dieselben Seiten im Cache hat.

Wir betrachten wieder eine beliebige Phase P und bezeichnen Seiten ebenfalls analog zum
Beweis von Satz 1.12 mit alt und neu je nachdem, ob sie wahrend P schon einmal im Cache
waren. Wieder ignorieren wir ausserdem alle Anfragen an bereits markierte Seiten, weil
diese bei keinem der betrachteten Algorithmen zu Seitenfehlern fithren. Wir kénnen also
der Einfachheit halber sagen, dass P aus k Anfragen z,...,x; an alte und neue Seiten
besteht. Diese k Anfragen werden nun wiederum in b 4+ 1 Runden bearbeitet.

o Runde 0 beginnt mit der Anfrage z; und dauert bis Anfrage x;_ov,; bearbeitet wurde.

o Fir R > 1 besteht Runde R aus den Anfragen x;_os/or-1,9 bis Zy_gb/9r 1, also aus
genau 2°/2% Anfragen.

In jeder Runde werden die 2° Algorithmen nun in 2°/2% Gruppen Gj,... , Govjor der
Grosse 27 eingeteilt. In Runde 0 besteht jede Gruppe, wie oben gezeigt, somit aus einem
eindeutigen Algorithmus, also ist G; = {Mark;}. Zu Beginn jeder Runde R, fir R > 1,
werden die Gruppen G; und G 90 /9r4 zur Gruppe G; zusammengefasst. Wenn wir also
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acht Algorithmen haben, dann fassen wir unmittelbar vor Runde 1 die beiden Gruppen G
und G5 zusammen zu G und ausserdem G5 und Gg zu Go usw.
Betrachten wir jetzt eine Anfrage x;.

Mit [; bezeichnen wir die Anzahl der neuen Seiten, die wahrend des Teils z1, ..., x;
der Eingabe angefragt wurden.

Somit gibt es t — [; alte Seiten, die angefragt wurden und bereits markiert sind.

Also gibt es insgesamt k — t + [; alte unmarkierte Seiten, von denen manche im Cache
sind und manche nicht.

Wir bezeichnen diese mit 5y, ...,5;_¢1;, und setzen
St = <§17 LI 7§k’—t+lt) )

S; ist also eine Folge der bis zum Zeitschritt ¢ unmarkierten alten Seiten.

Jede Gruppe G; verdrangt nun Seiten nach einer bestimmten Vorgabe. Konkret assozi-
ieren wir mit G; in jedem Zeitschritt ¢ (der Ordnung, die durch S; implizit gegeben ist,
entsprechend) eine Menge von unmarkierten alten Seiten

Eiy = {5, ., Biy1,-1}

fir I, > 1 und E;; = 0 fir [; = 0. Algorithmen in G; verdrangen nur Seiten aus ihrem Cache,
wenn sie in dieser Menge im entsprechenden Zeitschritt sind (wir zeigen gleich noch, dass
dies immer moglich ist). Es ist offensichtlich, dass jede unmarkierte alte Seite hochstens
in [y Mengen F;, ist. Da wir nur Anfragen an unmarkierte Seiten betrachten, kénnen wir
folgende Fallunterscheidung machen.

e Sei x4, eine neue Seite. In diesem Fall ist Sy = S;. Weiterhin wird allen Gruppen ein

weiteres Objekt zugewiesen, also E; ;1 = E;¢ U {S;4, }. Dies bedeutet nichts anderes,
als dass die Seite §;1;, verdrangt wurde, um x;,; in den Cache zu laden.

Sei z;11 eine unmarkierte alte Seite. Dann wird z;,; aus S; geloscht und durch eine
beliebige alte Seite ersetzt, die bislang keiner Gruppe zugewiesen ist.

Es bleibt zu zeigen, dass dies auch moglich ist, so eine Seite also tatsachlich existiert.
Wie oben bereits erwahnt, gibt es k — t + [, alte unmarkierte Seiten, von denen eine
7441 ist. Andererseits sind maximal 2°/2% — 1 + [, — 1 unmarkierte Seiten auf die
Gruppen verteilt. Wegen

2b 2b

gibt es dann mindestens eine Seite, die die Position von z;,; einnehmen kann.

Wir haben bereits gesehen, dass jede Seite in maximal [, Mengen FE;; ist; deswegen
andern sich hochstens {; Mengen E; ;1 gegeniiber F; ;.
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Nun haben wir gezeigt, wie die Mengen G; aussehen, in denen die Algorithmen sich die
Seiten merken, die sie ersetzen diirfen, wenn eine angefragte Seite nicht im Cache ist.

Sei also Mark; ein Algorithmus der Gruppe G; und sei z; eine Anfrage, die einen
Seitenfehler verursacht. Dann nimmt Mark; diese Seite also in den Cache auf und verdrangt
dafiir eine Seite, die sich in E; ;4 befindet. Eine solche Seite existiert, denn

» Mark; hat in seinem Cache bislang k& — ¢ alte unmarkierte Seiten,
« in der Menge F; ;.1 befinden sich nach Definition /;1; alte unmarkierte Seiten und
o es gibt insgesamt k + ;.1 — (¢t + 1) alte unmarkierte Seiten.

o Somit existieren lediglich £ —t + 1 alte unmarkierte Seiten, die nicht in E;;; sind,
also muss der Cache von Mark; mindestens eine Seite aus F; ;4 enthalten.

Die konstruierten Algorithmen sind also konsistent. Nun miissen wir noch die erwartete
Anzahl der Seitenfehler von RMARKBARELY abschéitzen. Dies tun wir, indem wir die
durchschnittliche Fehleranzahl der Algorithmen Mark; abschétzen.

Berechnen wir zunéchst die gesamte Fehleranzahl aller dieser Algorithmen. Bezeichne [
nun die Anzahl der neuen Seiten, die in Phase P angefragt werden.

o Fiir Anfragen an neue Seiten macht jeder Algorithmus offensichtlich einen Fehler,
deswegen summieren sich diese Fehler zu 2.

o Fiir Anfragen an alte unmarkierte Seiten ist es etwas komplizierter. Wir haben weiter
oben gesehen, dass eine solche Anfrage dazu fithrt, dass im entsprechenden Zeitschritt
hochstens | Gruppen einen Seitenfehler machen. Jede Gruppe in Runde R besteht aus
genau 2f Algorithmen. Fiir R > 0 besteht Runde R aus 2°/2f Zeitschritten, weswegen
in diesen Runden hochstens [2° Seitenfehler passieren. Runde 0 dauert wiederum
k — 2 4+ 1 Zeitschritte, weswegen wir fiir diese Runde [(k — 2° + 1) Seitenfehler zéhlen.
Insgesamt ergibt sich eine maximale Anzahl von I(k — 2° + 1) + 2%l Fehlern.

o Zuletzt miissen wir noch die Fehler, die durch das Zusammenfiigen von Gruppen
entstehen, beriicksichtigen. Wenn die Algorithmen der Gruppe G o 9r11 denen
der Gruppe G; hinzugefiigt werden, so gehen wir davon aus, dass sie anschliessend
ebenfalls nur noch Seiten aus der Menge E;; verdrangen. Die entsprechenden Seiten
sind aber unter Umsténden gar nicht mehr in ihrem Cache. Um hier auf der sicheren
Seite zu sein, nehmen wir einfach an, dass sie die unmarkierten alten Seiten E;;
einfach in ihren Cache laden und unmarkiert lassen. Dies verursacht pro betroffenen
Algorithmus maximal [ weitere Fehler. Bei jedem Zusammenfiigen ist genau die
Hilfte der Algorithmen, also 2°~! viele, davon betroffen und dies passiert genau
b-mal, ndmlich zu Beginn jeder Runde R > 1. In der Summe kommen wir damit auf
20=1p], < 2°=1p] Seitenfehlern.

Insgesamt haben somit alle Algorithmen in strat(RMARKBARELY) hochstens Kosten von
3
125 4 1(k — 20 4+ 1) + 2°B1 + 1201 = l<k F142 2%)
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pro Phase, was zu durchschnittlichen Kosten pro Phase von

E+1 3
[ —b
(53
fithrt. Nun kénnen wir uns wieder am Beweis von Satz 1.12 orientieren, uns daran erin-
nern, dass OPT durchschnittlich Kosten [/2 pro Phase hat, und dann tiber alle Phasen

aufsummieren.
Wir kénnen den kompetitiven Faktor von RMARKBARELY dann nach oben durch

2(k + 1)

3+ =

beschranken. 0

Nun kénnen wir Satz 1.19 benutzen, und RMARKBARELY |log, k| — 1 Zufallsbits lesen
lassen, woraus sofort ein kompetitiver Faktor von

2(k + 1)

3llog, k| — 3+ Sllogs k-1

= 3log, k+ O(1) € O(log k)

folgt. Interpretieren wir die Ergebnisse kurz: Kein deterministischer Online-Algorithmus
kann fiir Paging besser als k-kompetitiv sein. Allerdings kann dieses negative Resultat
asymptotisch exponentiell verbessert werden, indem die verfolgte Strategie zuféllig aus einer
Menge von Strategien gewahlt werden, die lediglich eine konstante Grosse hat. Derartige
Phianomene motivieren die Analyse der Advice-Komplexitat, die wir an spaterer Stelle
betrachten werden.

1.9 Verwendete und weiterfithrende Literatur

Dieses Skript richtet sich nach dem Buch «An Introduction to Online Computation: Deter-
minism, Randomization, Advice» des Autors [25]. «Online Computation and Competitive
Analysis» von Borodin und El-Yaniv [9] ist sicherlich als das Standardwerk zu Online-
Algorithmen zu bezeichnen. Eine Einfiihrung in die Spieltheorie, insbesondere die Theorie
der Nullsummenspiele, wird von Straffin in «Game Theory and Strategy» gegeben [39]. Als
Einfithrung in randomisierte Algorithmen empfehlen wir « Randomisierte Algorithmen» von
Hromkovi¢ [16] und «Randomized Algorithms» von Motwani und Raghavan [35].

Das Konzept der kompetitiven Analyse beziechungsweise des kompetitiven Faktors geht
auf Sleator und Tarjan zurtick [38]. In dieser einflussreichen Arbeit wurde unter anderem
Paging untersucht und die untere Schranke von k gezeigt. Der randomisierte Online-
Algorithmus RMARK stammt von Fiat et al. [14]. Das Minimax-Theorem geht auf von
Neumann (nach dem die eingangs erwahnte Rechner-Architektur benannt ist) zurtick [40].
Spéater zeigte Nash [36], dass alle Spiele mit endlich vielen Strategien ein Gleichgewicht
in gemischten Strategien besitzen (es wird deswegen hierbei von Nash-Gleichgewichten
gesprochen). Das Prinzip von Yao wurde von diesem erstmals angewendet [41] und seitdem
fiir viele Online-Probleme benutzt. Das Lemma von Loomis wurde 1946 von Loomis
bewiesen [29]. Borodin und El-Yaniv [9] und Komm [25] formulieren jeweils allgemeinere
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Versionen als wir sie hier benutzen. Die kurz diskutierte Diskrepanz zwischen den Paging-
Strategien LRU und FIFO in der praktischen Anwendung wurde von Young [42] untersucht.
Die untere Schranke fiir randomisierte Paging-Algorithmen stammt ebenfalls von Fiat
et al. [14]; der hier prasentierte Beweis richtet sich nach Motwani und Raghavan [35].
Tatséchlich ist die untere Schranke von Hj nicht nur asymptotisch scharf; McGeoch und
Sleator [34] haben einen randomisierten Paging-Algorithmus vorgestellt, der tatsachlich Hy-
kompetitiv ist. Der hier présentierte Barely-Random-Algorithmus stammt von Bockenhauer
et al. [8] beziehungsweise Komm und Krélovi¢ [26].
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2 Das Ski-Rental-Problem

Kommen wir einmal kurz zuriick zum einfithrenden Beispiel des Ausleihens einer Ski-
Ausriistung (wir orientieren uns an der englischen Bezeichnung und sagen kurz «Ski-Rental» )
ohne zu wissen, wie das Wetter in den kommenden Tagen wird. Wir haben informell einen
deterministischen Online-Algorithmus BREAKEVEN besprochen, der die Skier am k-ten
Tag mit gutem Wetter kauft, wobei k£ den Preis fiir das Kaufen bezeichnet. Wir kénnen
dies jetzt in der Terminologie, die wir gelernt haben, ausdriicken.

Satz 2.1. Der deterministische Online-Algorithmus BREAKEVEN fiir Ski-Rental ist strikt
(2 — 1/k)-kompetitiv.

Ausserdem haben wir gesehen, dass diese Schranke scharf ist, denn es existiert ein
Gegenspieler, der fir jeden deterministischen Online-Algorithmus ALG eine Eingabe kon-
struieren kann, sodass ALG nicht besser als strikt (2 — 1/k)-kompetitiv ist. Hier konnen
wir tatsachlich nur iiber den strikten kompetitiven Faktor reden, weil die Kosten nicht
unbedingt beliebig mit der Eingabeldnge wachsen.

Satz 2.2. Kein deterministischer Online-Algorithmus fir Ski-Rental ist besser als strikt
(2 — 1/k)-kompetitiv.

2.1 Ein randomisierter Online-Algorithmus

Der strikte kompetitive Faktor jedes deterministischen Online-Algorithmus ist also von
unten durch einen Wert beschrénkt, der mit wachsenden Kaufkosten k gegen 2 konvergiert.
Wir haben gesehen, dass uns Randomisierung bei Paging geholfen hat, die Ausgabequalitit
eines Online-Algorithmus exponentiell zu verbessern und fragen jetzt, wie weit wir hier mit
diesem Ansatz kommen. Offensichtlich werden wir kein so signifikantes Ergebnis erzielen,
weil BREAKEVEN schon einen konstanten kompetitiven Faktor erreicht.

Wenn wir kurz dariiber nachdenken, wie wir einen randomisierten Online-Algorithmus
RAND entwerfen kénnen, stellen wir zunéchst fest, dass die Wahrscheinlichkeit, dass RAND
die Skier nie kauft, 0 sein muss. Ansonsten ist der erwartete kompetitive Faktor abhangig
von der Eingabelédnge, wenn der Gegenspieler eine Eingabe konstruiert, in der jeder Tag
gutes Wetter hat. Damit ware RAND wiederum schlechter als BREAKEVEN.

Fiir jedes i, 1 < ¢ < k, sei Buy, der deterministische Online-Algorithmus, der die Skier
bis zum Tag (i — 1)-ten Tag mit schénem Wetter leiht, um sie dann am i-ten Tag mit
schonem Wetter (wenn dieser existiert) zu kaufen. Wir betrachten nun den randomisierten
Online-Algorithmus RANDSKI mit strat(RANDSKI) = { Buy, ..., Buy, }. Sei im Folgenden

k
= ——
k—1
und
B 0—1
TR
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RANDSKI realisiert eine Wahrscheinlichkeitsverteilung Prob auf strat(RANDSKI), wobei
die Wahrscheinlichkeit, dass der Online-Algorithmus Buy,; gewahlt wird, gegeben ist durch

Prob[Buy,] := 6" .
Wir sehen sofort, dass

k L k=1 S—1\/F—1
> Prob[Buy,] =) ¢ :Vzél:<5k_1><5_1>:1
i=1 i=0

=1

gilt, RANDSKI ist also wohldefiniert. Wir zeigen zunéchst den folgenden Satz, dessen
Aussage wir danach genauer untersuchen.

Satz 2.3. Der randomisierte Online-Algorithmus RANDSKI fiir Ski-Rental erreicht einen
erwarteten strikten kompetitiven Faktor von

5k
ok —1°

Beweis. Als erstes konnen wir unsere Sichtweise auf die vom Gegenspieler erzeugten Instan-
zen etwas vereinfachen, um die Analyse nicht unnotig kompliziert zu machen.

« Da jeder deterministische Online-Algorithmus aus strat(RANDSKI) spéitestens am
Tag k mit gutem Wetter die Skier gekauft hat, miissen wir nur Eingaben betrachten,
die hochstens £ solche Tage beinhalten.

o Ferner konnen wir Tage, an denen das Wetter schlecht ist und die zwischen denen mit
gutem Wetter liegen, vernachléssigen, da diese am erreichten kompetitiven Faktor der
betrachteten Online-Algorithmen offensichtlich nichts &ndern.

e Dies bedeutet, dass wir davon ausgehen kénnen, dass alle betrachteten Instanzen
aus j Tagen mit schonem Wetter bestehen, wonach nur noch schlechtes Wetter folgt,
1<) <k

o Fiir diese Klasse von Instanzen hat eine optimale Losung immer Kosten j.

Wenn es j Tage mit schonem Wetter gibt, so hat der Online-Algorithmus Buy; Kosten von
t — 14k, falls ¢ < j ist. Ist hingegen ¢ > j, so hat Buy, Kosten von j. Die erwarteten
Kosten von RANDSKI auf einer solchen Eingabe I, die genau j Tage mit schonem Wetter
beinhaltet, sind gegeben durch
J k
E[cost(RANDSKI(]))] = > (i — 1+ k)Prob[Buy,] + »_ jProb[Buy;]
i=1 i=j+1

j
Z i — 1)Prob|Buy,] + Z kProb[Buy,] + Z jProb|[Buy;] .

=1 i=j+1

Nun setzen wir die gewéhlte Wahrscheinlichkeitsverteilung ein und erhalten

J k
D S 7 A D

i=1 i=1 i=j+1

E[cost(RANDSKI(]))]

I
.~2
(]
~.
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j—1 ] Jj—1 ) k—1 ]
— Y i kS S+ S 6
=0 =0 =7

-1 -1 k=1 -1
:72i52+7k25’ —I—ijcV —vjzy .
i=0 i=0 i=0 i=0
Jetzt konnen wir die geschlossenen Formen dieser geometrischen Reihen einsetzen,

k )
5_7—1 <= k——a_l

benutzen, und erhalten

(j— 1) — 567 + 6 6 —1 ok —1 6 =1

Elcost(RANDSKI(]))] = ~ G=1) taks Tt

A AV S L ) - e
—5_1< - R — 1)+ j(0F — &)
= %(kﬁ(]’ — )67 = kjo ™+ k+ k(5 — 1) + 5(6F - &)
_ Y . i p5i—1 ok o
—j(]kéj kjé' =" + jo 353>

Sl )

0

_ Oy

s—17"

Nun setzen wir cost(OPT(I)) = j und v = (6 — 1)/(6* — 1) ein, woraus schliesslich

SF(§—1)
(6 —1)(0* = 1)

= 5k5_ | cost(OpT(]))

folgt. a

E[cost(RANDSKI(]))] = cost(OpPT(1))

Uns interessiert das asymptotische Verhalten des erreichten erwarteten kompetitiven
Faktors von RANDSKI, wenn k gegen Unendlich geht. Wir betrachten also

k
lim 6F = lim <k> =e,

wobei e = 2.718 ... die Eulersche Zahl ist, und erhalten

5k
lim

= ~ 1.582 .
k—oo 0k —1  e—1

Aber ab wann ist RANDSKI besser als BREAKEVEN? Um diese Frage zu beantworten

41



5 25
.
=
—
g
= 2 - |
g 2-1/k
g
Q
'M ...............................................................................................................................................................
I T T, 8
s
5
g
—
@, 1 | | | | | | | | |
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Kaufkosten k
Abbildung 6.

setzen wir voraus, dass k > 2 ist und stellen fest, dass

(&) _, 1

k - k
() -1
PN 1 < k—1
k -k
() -1
k
<~ lng/(k_l) 1 + m S k
k
<~ lng/(k_l) 2m S k
<~ | L > L
Sk -1) T k-1

fiir jedes solche £ gilt, da die linke Seite der Ungleichung grosser 1 ist und monoton steigt,
wahrend die rechte Seite immer kleiner 1 ist. Somit folgern wir, dass RANDSKI bereits fiir
k > 2 besser als jeder deterministische Online-Algorithmus ist (siche Abbildung 6).

2.2 Verwendete und weiterfuhrende Literatur

Ski-Rental ist ein sehr generisches Problem, auf das wir haufig in praktischen Situationen
treffen. Die vorgestellte obere Schranke wurde, zusammen mit einer scharfen unteren
Schranke, zuerst von Karlin et al. [22] gezeigt.
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3 Das k-Server-Problem

In diesem Kapitel lernen wir ein drittes, sehr allgemeines Online-Problem kennen, das
wahrscheinlich als das unter Theoretikern berithmteste bezeichnet werden kann. Bei dem
k-Server-Problem (wir in reden in Zukunft einfach kurz von k-Server) bewegen wir & Objekte
durch den Raum hin zu Punkten, die in den einzelnen Zeitschritten angefragt werden (siehe
Abbildung 7).

Die Motivation kommt aus praktischen Situationen, in denen wir beispielsweise in einer
Polizeizentrale per Funk die verschiedenen Polizisten, die an irgendwelchen Orten stationiert
sind, zu Einsatzorten schicken wollen. Hierbei wissen wir allerdings natiirlich nicht, ob
ihr derzeitiger Standpunkt zum Ort eines Verbrechens wird, sobald sie am Einsatzort
angekommen sind.

Im Folgenden vereinfachen wir das Problem wieder ein wenig. Um k-Server formalisieren
zu kénnen, brauchen wir ausserdem zunéchst den Begriff eines metrischen Raums.

Definition 3.1 (Metrischer Raum). Sei S eine Menge von Punkten und dist: S X
S — R eine Distanzfunktion. M = (S, dist) ist ein metrischer Raum, wenn folgende
Bedingungen gelten.

1. Definitheit. dist(v;,v;) =0 fiir alle v; € S und
dist(v;, v;) > 0 fir alle v; # vj,v;,v; € S.

2. Symmetrie. dist(v;,v;) = dist(v;, v;) fir alle v;,v; € S.

3. Dreiecksungleichung. dist(v;, v;) < dist(v;, vi)+dist(vg, v;) fir alle v;, v;, v, € S.

Als Teilklasse endlicher metrischer Rdume koénnen wir auch vollstdndige gewichtete
ungerichtete Graphen betrachten, deren Kantengewichte die Dreiecksungleichung erfiillen.
Ausserdem koénnen wir noch die folgende einfache Beobachtung machen.

Beobachtung 3.2. Alle Graphen, deren Kantenkosten jeweils nur 1 oder 2 sind, erfillen
die Dreiecksungleichung.

Definieren wir k-Server nun formal auf allgemeinen metrischen Rdumen; diese konnen
endlich viele oder unendlich viele Punkte besitzen.

Definition 3.3 (k-Server). Sei M = (S,dist) ein metrischer Raum. Weiterhin seien
k Server si,...,s gegeben, die auf einigen der Punkte aus S positioniert sind. Eine
Konfiguration C; C S mit |C;| = k ist eine Multimenge von Punkten und beschreibt
die Positionen der Server im Zeitschritt i. Eine Eingabe I = (xq,...,x,) besteht aus n
Anfragen, die jeweils ein Punkt aus S sind. Wird im Zeitschritt i ein Punkt x; angefragt,
auf dem kein Server positioniert ist, so muss mindestens ein Server zum Punkt x;
bewegt werden; dies fiihrt zu einer neuen Konfiguration C;y1. Die Distanz zwischen
zwei Konfigurationen Cj und Cjn ist gegeben durch die Kosten eines Matchings mit
minimalen Kosten zwischen ihnen. Das Ziel ist, die Summe aller Distanzen von direkt
aufeinanderfolgenden Konfigurationen zu minimieren.
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Abbildung 7.

Als Beispiel kénnen wir uns die Ebene mit der Euklidischen Kostenfunktion denken; der
Abstand zwischen zwei Punkten x = (21, 22) und y = (y;,y2) ist also gegeben durch

dist(z,y) := \/(y2 —29)%+ (1 — x1)? .

In diesem Fall konnen wir die zurtickgelegten Strecken der Server mit dem Lineal nachmessen,
sofern es sich um einen endlichen Raum handelt.

Prinzipiell erlauben wir einem Online-Algorithmus fiir k-Server, in jedem Zeitschritt
beliebig viele Server zu bewegen. Um an spéterer Stelle aber die Analysen zu vereinfachen,
betrachten wir manchmal nur sogenannte «trédge» Algorithmen.

Definition 3.4 (Trige Online-Algorithmen). Ein Online-Algorithmus fir k-Server
heisst trage, falls er nur dann in einem Zeitschritt einen Server bewegt, wenn der auf
dem angefragten Punkt nicht bereits ein Server positioniert ist. Ferner bewegt ein solcher
Algorithmus nie mehr als einen Server in einem Zeitschritt.

Tatséchlich stellt Definition 3.4 keine Einschrankung dar, wie der folgende Satz zeigt,
den wir hier nicht beweisen.

Satz 3.5. Jeder c-kompetitive Online-Algorithmus fiir k-Server kann in einen tragen Online-
Algorithmus umgewandelt werden, der ebenfalls c-kompetitiv ist.

Beachten Sie, dass aus Satz 3.5 sofort folgt, dass nie zwei Server auf demselben Punkt
positioniert sind, wenn die Startpositionen der Server am Anfang verschieden waren.

3.1 Fundamentale Ergebnisse

Zunachst stellen wir fest, dass k-Server eine Verallgemeinerung von Paging ist. Sei I eine
beliebige Instanz von Paging mit einer Cache-Grésse von k und insgesamt m Speicherseiten.
Wir erstellen einen vollstdndigen Graphen mit m Knoten vy, ..., v,, und setzen alle Kan-
tenkosten auf 1. Dann positionieren wir k£ Server auf den Knoten vy, ..., vg. Die Positionen
der Server symbolisieren den Inhalt des Caches. Geschieht ein Seitenfehler, bedeutet dies,
dass ein Knoten angefragt wird, auf dem kein Server positioniert ist. Also muss ein Server
bewegt werden, was Kosten von 1 verursacht. Der Knoten, von dem der Server weghewegt
wird, entspricht der Seite, die aus dem Cache geloscht wird.
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(a) (b) GREEDY (c¢) OpT
Abbildung 8.

Beachten Sie, dass wir beziiglich der Notation inkonsistent sind; eigentlich sollte Paging
analog zu k-Server als k-Paging bezeichnet werden. Wir nehmen dies allerdings in Kauf
und bleiben bei den Bezeichnungen, die wir in der Literatur finden.

Satz 3.6. Es existiert ein metrischer Raum, sodass kein deterministischer Online-Algorith-
mus fir k-Server besser als k-kompetitiv ist.

Beweis. Dies ist eine direkte Konsequenz aus Satz 1.6. O

Wir wissen, dass diese Schranke fiir Paging scharf ist, da es diverse deterministische
Online-Algorithmen gibt, die k-kompetitiv sind (beispielsweise FIFO, wie in Satz 1.5 gezeigt
wurde). Ob dies auch fiir k-Server gilt, weiss man bis heute nicht. Eine der bekanntesten
offenen Fragen im Zusammenhang mit Online-Problemen ist, ob die folgende Behauptung
stimmt.

Behauptung 3.7 (k-Server-Vermutung). FEs existiert ein k-kompetitiver deterministi-
scher Online-Algorithmus fir k-Server.

Falls die k-Server-Vermutung wahr ist, wiirde dies heissen, dass k-Server genau so schwer
ist wie Paging. Dies wére eine sehr interessante Einsicht, da, wie wir gerade gesehen haben,
ersteres eine starke Verallgemeinerung des letzteren ist.

Eine offensichtliche Strategie, die ein Online-Algorithmus verfolgen konnte, ist der naive
Greedy-Ansatz, also immer den Server zum angefragten Punkt zu bewegen, der diesem am
néchsten ist. Diese Strategie ist nicht kompetitiv. Fiir einen solchen Online-Algorithmus
GREEDY konnen wir leicht eine Instanz konstruieren, fiir die die Kosten mit jeder weiteren
Anfrage grosser werden, wahrend ein optimaler Algorithmus Kosten von insgesamt 2 besitzt
(eigentlich sogar 1 + ¢ fiir jedes € > 0).

Satz 3.8. Der Online-Algorithmus GREEDY ist nicht kompetitiv fiir k-Server.

Beweis. Wir betrachten die folgende Instanz I, die aus einen Graphen mit drei Punkten
v1, v und vz besteht. Die Kosten sind gegeben durch dist(vq,v2) = 2 und dist(ve, v3) = 1.
Weiterhin sind zwei Server s; und sy gegeben, die anfangs auf den Knoten v; und vs
positioniert sind. Die betrachtete Instanz besteht nun aus n Anfragen von abwechselnd
vy und v3. Die erste Anfrage v, muss beantwortet werden, indem GREEDY entweder s;
oder sy zu diesem Punkt bewegt. Da dist(vg, v3) < dist(vq,ve) gilt, wird se ausgewahlt,
was zu Kosten von 1 fithrt. Danach wird v3 angefragt, und wieder ist s, der néhere
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Server, weswegen GREEDY auch im zweiten Zeitschritt Kosten von 1 hat. Dies wird nun
n/2-mal wiederholt, sodass GREEDY insgesamt n zahlt. OPT bewegt hingegen bei der
ersten Anfrage si, hat einmalig Kosten von 2 und keine weiteren (siehe Abbildung 8). Es
folgt cost(GREEDY(]))/cost(OPT(/)) = n/2, und somit existiert keine Konstante ¢, sodass
GREEDY c-kompetitiv ist. a

Wir haben gesehen, dass («ein bisschen») Randomisierung fiir Paging sehr hilfreich ist. Es
ist deswegen durchaus denkbar, dass wir auch hier eine exponentielle Verbesserung erreichen
konnen, wenn wir den betrachteten Online-Algorithmen erlauben, ihre Entscheidungen auf
Zufallsbits zu basieren. Auch hierfiir gibt es eine bertihmte Vermutung, die bis heute weder
bewiesen noch widerlegt werden konnte.

Behauptung 3.9 (k-Server-Vermutung fiir randomisierte Algorithmen). Es exis-
tiert ein im Erwartungswert ©(log k)-kompetitiver randomisierter Online-Algorithmus fir
k-Server.

Wir werden im letzten Kapitel hierauf zuriickkommen. Vorerst bleiben wir aber bei
deterministischen Online-Algorithmen. Es wiirde leider den Rahmen dieser Vorlesung
sprengen, k-Server auf allgemeinen metrischen Rdumen zu analysieren. Aus diesem Grund
werden wir bei dem oben besprochenen Spezialfall der Linie bleiben, beziehungsweise diesen
leicht verallgemeinern.

3.2 Potentialfunktionen

Um obere Schranken zu zeigen, lernen wir nun aber zunéchst eine weitere Technik kennen,
die uns hilft, die amortisierten Kosten, also die durchschnittlichen Kosten, die bei der
Bearbeitung einer Eingabe entstehen, eines Online-Algorithmus gegen die der optima-
len Losung abzuschatzen. Dieses Werkzeug ermoglicht es uns manchmal, eine geschickte
amortisierte Analyse durchzufiihren.

o Wenn wir zeigen wollen, dass ein Online-Algorithmus ALG einen kompetitiven Faktor
von ¢ erreicht, muss, fiir eine Konstante «, die Ungleichung cost(ALG()) < ¢ -
cost(OpPT(I)) + « fiir jede Instanz I = (21, ..., x,) gelten.

e Bezeichnen wir nun mit cost(ALG(z;)) die Kosten von ALG auf der Anfrage x;,
1< <n.

« Koénnten wir zeigen, dass cost(ALG(z;)) < ¢ - cost(OpPT(z;)) fur 1 < i < n gilt, wiren
wir offensichtlich fertig.

o Das funktioniert aber in der Regel nicht. Bislang haben wir deswegen bei Paging
Phasen analysiert und nicht einzelne Anfragen.

o Es reicht aus, zu zeigen, dass die Kosten durchschnittlich hochstens c-mal grosser sind
als die Kosten einer optimalen Losung.

e Dies bedeutet, dass ALG in einzelnen Zeitschritten ruhig etwas mehr zahlen darf,
wenn er in anderen dafiir weniger zahlt.
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o Wenn diese Werte sich ausgleichen, ist ALG c-kompetitiv.

Jetzt wollen wir diese einfache Idee formalisieren, indem wir uns fiir jede Anfrage
anschauen, was ALG zu viel oder zu wenig bezahlt hat. Zunéchst benétigen wir hierfiir den
Begriff der Konfiguration eines Online-Algorithmus. Diesen Begriff formal zu definieren
ist schwierig, deswegen bleiben wir auf einer intuitiven Ebene. Beispielsweise ist eine
Konfiguration eines Paging-Algorithmus der Inhalt des Caches, bei k-Server ist es die
Position der £ Server in Raum. Hier haben wir den Begriff sogar in der Definition benutzt.
Wir bemerken, dass eine Konfiguration etwas anderes ist als der Zustand des Algorithmus,
mit dem wir seinen internen Speicherinhalt etc. assoziieren oder bei Turingmaschinen etwa
die Kopfpositionen auf den Bandern. Fiir die Konfiguration interessiert uns gewissermassen
lediglich, was nach aussen sichtbar ist.

Bezeichne nun also Iy, die Menge aller Konfigurationen eines Online-Algorithmus
ALG fiir eine Instanz I und Kopr die Menge der Konfigurationen eines beliebigen festen
optimalen Algorithmus OPT fir /. Eine Potentialfunktion ® ist eine Funktion

(b: ICALG X ICOPT — R-

Die Berechnung eines festen deterministischen Online-Algorithmus und (einer festen op-
timalen Losung) lasst sich als Folge von Konfigurationen darstellen, die eindeutig durch
die Anfragen der Eingabe gegeben sind. Deshalb kann ® auch als Funktion von Z nach R
definiert werden; wir benutzen im Folgenden beides.

Wir bezeichnen ®(z;) als das Potential von ALG in Zeitschritt ; dabei ist ®(x) das
Potential vor der ersten Anfrage. Fiir eine Eingabe I = (z1,...,x,) entsteht somit eine
Folge von Potentialen ®(zg), ..., ®(x,). Das Potential ist also ein Wert, der sich wihrend
des Laufs von ALG abhingig von den Konfigurationen von ALG und OPT éndert und zwar
im Zeitschritt ¢ um den Wert ®(x;) — ®(z;-1).

Wir definieren jetzt die amortisierten Kosten von ALG auf der Anfrage z; als

amcost(ALG(x;)) := cost(ALG(x;)) + P(z;) — P(zi—q) -

Dies sind die Kosten, die wir fiir ALG im Durchschnitt garantieren mochten; cost(ALG(z;))
bezeichnet hingegen die tatsiachlichen Kosten von ALG auf z;. Bleiben wir kurz auf einer
intuitiven Ebene. Wir wollen im Folgenden zeigen, dass

amcost(ALG(z;)) < ¢ - cost(OPT(z;))
und somit
cost(ALG(z;)) < ¢ cost(OPT(2;)) — (P(25) — P(2i-1))

in jedem Zeitschritt ¢ gilt. Zahlen wir nun in einem Zeitschritt zu viel, also mehr als
c-cost(OPT(z;)), so kénnen wir dies ausgleichen, indem das Potential um den entsprechenden
Betrag verringert wird. Hierbei fordern wir allerdings, dass das Potential nicht negativ
werden darf. Auf der anderen Seite darf das Potential natiirlich auch wachsen, was uns dann
in einem spéateren Zeitschritt erlaubt, etwas mehr zu bezahlen. Unser Ziel wird also sein,
eine Potentialfunktion und ein ¢ zu finden, so dass wir dies garantieren konnen. Driicken
wir dies nun formal aus.
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Satz 3.10. Seil = (x1,...,x,) eine beliebige Eingabe fir ein Online-Minimierungsproblem
IT und sei ® eine Potentialfunktion. Fir einen beliebigen Online-Algorithmus ALG seien
die amortisierten Kosten von ALG auf I definiert wie oben. Wenn

o cine Konstante 5 € R existiert, sodass fir allei, 1 <i<mn, 0 < ®(z;) < [ gilt, und
o amcost(ALG(z;)) < ¢ cost(OPT(x;)) fir allei, 1 <i<mn, dann

ist ALG c-kompetitiv fir I1.

Beweis. Fir die Kosten von ALG auf [ folgt nach obigen Voraussetzungen sofort

I

@
Il
—

cost(ALG(I)) =) cost(ALG(x;))

(amcost(ALG(x;)) + P(x;-1) — P(x;))

Il

w
Il
—

Il
i

(xo) — D(z,) + Zn:amcost(ALG(xi))

i=1

< O(20) — O(2,) + zn:lc - cost(OPT(z;))
= ®(zg) — ®(x,) + ¢ - cost(OPT(I))

< P(xg) + ¢ - cost(OrPT(1))

< c-cost(OpT(I)) +

und somit ist ALG c-kompetitiv, wobei wir « := 3 in Definition 1.3 setzen. O

Die Schwierigkeit liegt jetzt darin, eine Potentialfunktion fiir ein gegebenes Problem zu
finden, fiir die die beiden obigen Bedingungen gelten. Wir zeigen nun eine Anwendung fiir
eine Teilklasse von k-Server-Eingaben.

Es sei hier noch erwahnt, dass Satz 3.10 so verallgemeinert werden kann, dass das
Potential auch negativ werden darf, solange der Wert durch eine Konstante beschrankt
ist. Ausserdem kann die Idee der Potentialfunktion auf randomisierte Online-Algorithmen
erweitert werden.

3.3 k-Server auf der Linie

Wir haben bereits gesehen, dass schon die sehr einfache Klasse von Instanzen mit drei
Punkten auf einer Linie fiir die Greedy-Strategie schwer ist. Jetzt betrachten wir eine
Verallgemeinerung dieser Eingaben, und zwar die reelle Zahlenachse zwischen 0 und 1
beziehungsweise den metrischen Raum Mg 4 = ([0, 1}, dist) mit dist(z,y) = |z — y| fir zwei
Punkte z und y.

GREEDY ist somit ebenfalls beliebig schlecht fiir diesen Raum. Wir schauen uns deswegen
den Online-Algorithmus DC («Double Coveragey», Algorithmus 3.1) an, der hier ein gutes
Ergebnis erzielt. DC benutzt eine simple Greedy-Strategie, wenn alle Server nur auf einer
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Abbildung 9.

Seite einer Anfrage liegen. Gibt es allerdings sowohl Server, die links als auch welche die
rechts der Anfrage positioniert sind, bewegt der Algorithmus die beiden, die am néchsten
links und rechts von ihm stehen, um die minimale Distanz auf den angefragten Punkt zu, bis
einer der Server auf ihm steht. Beachten Sie, dass DC also kein triager Online-Algorithmus
ist.

Zunachst einmal stellen wir fest, dass das schwere Beispiel fiir GREEDY fiir DC nicht
zu beliebig schlechten Kosten fiihrt, sondern diese konstant bleiben, obwohl sie ebenfalls
nicht optimal sind (siche Abbildung 9). Genauer sind die (konstanten) Kosten 6, also 3-mal
hoher als die (konstanten) Kosten eines optimalen Algorithmus.

Satz 3.11. Der Online-Algorithmus DC ist k-kompetitiv fiir k-Server auf M.

Beweis. Wir definieren nun eine Potentialfunktion @, fiir die die in Satz 3.10 geforderten
Eigenschaften gelten. Wie oben bereits besprochen, ist eine Konfiguration eines Online-
Algorithmus ALG durch die Positionen aller Server gegeben.

Somit ist die Menge Kpc gegeben durch alle moglichen Konfigurationen Kpe =

{pPC, ..., pPC}, die die Serverpositionen von DC im aktuellen Zeitschritt angeben; fiir
Kopr definieren wir Kopr = {p?PT, e png} analog. ® setzt sich nun aus zwei Termen

zusammen. Zum einen sind dies die mit & multiplizierten Kosten eines Matchings minimaler

Algorithmus 3.1: Der Algorithmus DC fiir Mg

5= xy;

Srechts = )\7 Slinks = >‘a
Srechts := Server direkt rechts neben s;
Siinks .= Server direkt links neben s;
if Srechts — A
output «Bewege Sjnks ZU S»;
else if sy = A
output «Bewege Siecnts 20 S»;
else
d := min{dist(Syechts, $), dist(Siinks, $) };
output «Bewege Siecnts um d nach links und sj;,s um d nach rechts»;
end
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Kosten zwischen den Server-Positionen der beiden Algorithmen, die wir fiir zwei Konfigura-
tionen Kpc und Kopr mit My (Kpc, Kopr) bezeichnen. Zum anderen betrachten wir die
Summe aller paarweisen Distanzen zwischen den einzelnen Servern von DC und bezeichnen
diese mit Dpc(Kpc). Dann setzen wir

O(Kpe, Kopr) =k - Muymin(Kpc, Kopr) + Dpe(Kpe) -

Offensichtlich hdangt der Wert von ® nicht von der Eingabelédnge ab, sondern ist konstant;
ausserdem ist er positiv. Konkret konnen wir ihn fiir beliebige Konfigurationen von DC
und OPT abschatzen mit

0< (I)(KDCaKOPT) <k-k+ (g) < 2k? =0,

da die maximale Distanz im betrachteten Raum 1 ist. Damit ist die erste Eigenschaft, die
notwendig ist, um Satz 3.10 anzuwenden, bereits gezeigt.
Die amortisierten Kosten fiir eine Anfrage x; von DC setzen wir nun wie gefordert auf

amcost(DC(xz;)) = cost(DC(x;)) + ®(z;) — P(wi—1) .
Fiir den zweiten Punkt zeigen wir jetzt noch, dass
amcost(DC(z;)) < k - cost(OPT(z;))
und somit
O(z;) — P(x4-1) < k- cost(OpPT(x;)) — cost(DC(x;))

gilt. Hierfiir miissen wir sowohl die Bewegungen von OPT als auch die von DC bertick-
sichtigen, denn beide fithren zu einer Anderung des Potentials. Fiir OPT nehmen wir nach
Satz 3.5 ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass er trige ist. DC ist hingegen, wie
bereits erwahnt, nach Definition kein triager Algorithmus.

Wir miissen nun untersuchen, was passiert, wenn DC und OPT in einem Zeitschritt die
Konfiguration wechseln. Wir stellen uns fiir die Analyse vor, dass die beiden Algorithmen
ihre Ziige abwechselnd machen. Zuerst andert OPT seine Konfiguration und dann DC.
In beiden Fillen schitzen wir die Anderung des Potentials ab. Betrachten wir zuerst die
Anderung des Potentials, die OPT verursacht.

o Offensichtlich beintréchtigt die Bewegung der Server von OPT nicht den Term
Dpc(Kpc), sondern nur die Kosten des Matchings M (Kpc, Kopr)-

o Da OPT ein trager Algorithmus ist, bewegt er hochstens einen Server pro Anfrage.
o Somit legt dieser Server s genau die Distanz cost(OPT(x;)) zuriick.

o Nachdem OPT den Server s bewegt hat, hat sich die Distanz jedes Servers in der
alten Konfiguration von DC zu s um maximal diesen Wert erhoht, also auch zu dem
Server, mit dem s gematcht wurde. Die Kosten von My, (Kpc, Kopr) &ndern sich
also hochstens um cost(OpPT(x;)).
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« Somit ist die Potentialainderung maximal k& - cost(OPT(x;)).

Jetzt schauen wir, was durch die Anderung der Konfiguration von DC in diesem Zeit-
schritt passiert, nachdem OPT seine Konfiguration schon geédndert hat. Zu diesem Zweck
unterscheiden wir zwei Félle, und zwar davon abhangig, ob DC einen oder zwei Server
bewegt. Nehmen wir zunéachst an, der Algorithmus bewegt einen Server und zwar, ohne
Beschrankung der Allgemeinheit, den Server s,e.s nach links, da kein Server links der
Anfrage positioniert ist.

o Der Server S,euns vergrossert seinen Abstand zu allen anderen Servern von DC um
jeweils cost(DC(x;)). Der zweite Summand Dpc(Kpc) des Potentials vergrossert sich
also um (k — 1) - cost(DC(x;)).

o Jetzt wollen wir abschéatzen, wie sehr sich der Wert des ersten Summanden, also des
Matchings minimaler Kosten, andert.

o Beachten Sie, dass es uns hier um das Matching vor und nach der Bewegung des
Servers Speents geht, wobei OPT schon vorher den Server s bewegt hat, der jetzt an
der Stelle x; positioniert ist, die der Anfrage entspricht.

o Wir behaupten, dass es, bevor DC den Server s,ecnts bewegt, ein Matching minimaler
Kosten gibt, bei dem $,ecnts und s gematcht wurden.

o Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Dann ist s mit einem anderen Server s’ von
DC gematcht und s ist weiter rechts von s als Syecnts. Andererseits ist Speents Mit einem
Server s” von OPT gematcht.

o Jetzt konnen wir eine Fallunterscheidung beztiglich der Lage von s” durchfithren. Fir
jeden der vier moglichen Félle sehen wir sofort, dass es ein Matching gibt, das nicht
teurer ist und bei dem s und S;eens gematcht werden (siehe Abbildung 10).

o Nachdem DC die Anfrage x; beantwortet hat, sind die Server s und S;eqns nun auf
demselben Punkt positioniert, wobei Syeenss um cost(DC(z;)) bewegt wurde.

o Also existiert nun ein Matching, das so teuer ist wie das vorangegangene minus diese
Kosten, der erste Term verringert sich also um mindestens k - cost(DC(z;)).

« Mit diesen Uberlegungen folgt nun

O(x;) < P(x5-1) + k- cost(OPT(2;)) + (K — 1) - cost(DC(x;)) — k - cost(DC(x;))
= ®(x;_1) + k - cost(OPT(x;)) — cost(DC(x;)) ,

was zU zeigen war.

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass DC zwei Server S;ecnts und Sjnks bewegt, von denen
mindestens einer auf dem Punkt z; platziert wird.

» Beide Server bewegen sich jeweils genau um den Wert cost(DC(z;))/2.
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Abbildung 10.

Fiir jeden Server von DC ausser Secnts und Spnks wird der Abstand zu einem der
beiden vergrossert und der Abstand zum anderen um denselben Wert verringert,
da sich beide Server in die entgegengesetzte Richtung bewegen. Somit dndert sich
fir die Summe der Distanzen zwischen den Servern nur, dass S;echts Und Sjpks NUN
um cost(DC(xz;)) ndher beieinander stehen. Der zweite Summand Dpc(Kpc) des
Potentials wird also um cost(DC(z;)) kleiner.

Wir kénnen mit einer dhnlichen Argumentation wie oben zeigen, dass entweder s
und Specnts 0der s und Sy gematcht werden, bevor DC seine Konfiguration édndert.
Nachdem DC die beiden Server bewegt hat, hat sich dieser Wert von cost(DC(x;))/2
auf 0 verringert.

Auf der anderen Seite wird der andere der beiden Server mit einem Server s gematcht.
Offensichtlich kann sich der Abstand zwischen diesen beiden Servern hochstens um
cost(DC(z;))/2 erhéhen.

Die Kosten eines Matchings minimaler Kosten andern sich im schlechtesten Fall also
nicht beziechungsweise werden sogar kleiner.

Daraus folgt unmittelbar

O(z;) < P(x5-1) + k - cost(OPT(z;)) — cost(DC(z;)) .

sind die Voraussetzungen fiir Satz 3.10 erfillt und DC ist k-kompetitiv. O
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3.4 Verwendete und weiterfithrende Literatur

Vorgestellt wurde k-Server von Manasse et al. [30], die auch die k-Server-Vermutung
formuliert haben. Eine Ubersicht wird von Koutsoupias [27] gegeben. Der bislang beste
bekannte deterministische Online-Algorithmus ist der Work-Function-Algorithmus von
Papadimitriou und Koutsoupias [28] aus dem Jahr 1995, der versucht, einen optimalen
Offline-Algorithmus so gut es geht zu imitieren. Dieser erreicht einen kompetitiven Faktor
von 2k — 1 und, wie 2009 von Emek et al. [12] gezeigt wurde, einen strikten kompetitiven
Faktor von 4k — 2. Wir haben die untere Schranke von k nur fiir eine besondere Klasse
metrischer Raume gezeigt, und zwar die, die wir fiir Paging erhalten. Es kann allerdings
allgemein gezeigt werden, dass diese Schranke fiir alle metrischen Rédume gilt. Damit ist
insbesondere DC ein bestmdglicher Online-Algorithmus fiir Mg ;. Mit ein paar einfachen
Uberlegungen kann gezeigt werden, dass DC auch auf Biaumen k-kompetitiv ist [9].

2011 wurde von Bansal et al. [2] ein randomisierter Online-Algorithmus vorgestellt,
der einen im Erwartungswert polylogarithmischen kompetitiven Faktor erreicht, solange
der betrachtete metrische Raum im Vergleich zur Anzahl der Server nicht zu gross wird.
Trotz jahrzehntelanger Forschung ist es bislang nicht gelungen, einen randomisierten Online-
Algorithmus zu finden, der besser ist als der deterministische von Papadimitriou und
Koutsoupias. Somit ist die randomisierte k-Server-Vermutung nach wie vor offen.
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4 Die Advice-Komplexitat von Online-Algorithmen

Bevor wir in Kapitel 2 einen randomisierten Online-Algorithmus fiir Ski-Rental analysiert
haben, haben in der Einleitung gesehen, dass deterministische Online-Algorithmen fast
doppelt so schlecht sind wie die optimale Losung. Wir wollen diese Tatsache nun etwas
grindlicher untersuchen. Die Fragen, die wir uns zunéchst stellen, sind zum einen

Warum sind wir fast doppelt so schlecht?
und etwas genauer
Was fehlt uns?

Die Antwort scheint auf der Hand zu liegen. Was uns fehlt, ist schlicht die Kenntnis der
vollstandigen Eingabe. Das ist sicher richtig; hatten wir einen verlasslichen beliebig langen
Wetterbericht, konnten wir uns immer optimal entscheiden, ob wir die Ski-Ausriistung
direkt am ersten Tag kaufen oder leihen. Aber bei genauerem Hinsehen stellen wir fest,
dass dies gar nicht notig ist. Alles, was uns an Information fehlt, ist ein einziges Bit, das
uns sagt, ob wir die Ausriistung direkt am ersten Tag kaufen sollen oder gar nicht.

Der kompetitive Faktor sagt uns, wieviel wir zahlen, wenn wir ein Online-Problem unter
normalen Bedingungen bearbeiten; die Advice-Komplexitat hingegen sagt uns, «wofiiry
wir zahlen. Bei Ski-Rental zahlen wir im Worst-Case fast das Zweifache der Kosten der
optimalen Losung. Was uns jedoch fehlt, gewissermassen also das, wofiir wir zahlen, ist nur
ein einziges Bit, also die kleinste Einheit an Information, die wir uns vorstellen konnen.

Allgemein ist die Frage nach dem « Wofiir» nattirlich viel schwerer zu beantworten und wir
werden im Folgenden ein paar Beispiele untersuchen, die zeigen, dass sich unterschiedliche
Probleme ganz unterschiedlich verhalten hinsichtlich der Informationen, die wir benotigen,
um eine gute Ausgabequalitit zu erreichen.

Um diese Informationen wiederum messen zu kénnen, benutzen wir ein Modell, in dem
wir ein Orakel einfithren, das die vollstdndige Eingabe kennt. Dieses Orakel kann binér
kodierte Informationen iiber diese Eingabe auf ein Advice-Band schreiben, das danach
von dem diese Eingabe bearbeitenden Online-Algorithmus benutzt werden kann. Informell
konnen wir das Modell wie folgt beschreiben.

o Wir konstruieren nicht mehr einfach einen Online-Algorithmus, sondern einen solchen
Algorithmus ALG zusammen mit einem Orakel. Wir nennen ALG einen Online-
Algorithmus mit Advice.

o Das Orakel schreibt fiir jede Eingabe eine bestimmte Anzahl sogenannter Advice-Bits
auf das Advice-Band.

o Der Gegenspieler kennt sowohl ALG als auch das Orakel. Insbesondere weiss er,
welchen Advice das Orakel fir die jeweils konstruierten Eingaben auf das Advice-Band
schreibt.

Den Ablauf kénnen wir dann wie folgt skizzieren.
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e Der Gegenspieler konstruiert eine Eingabe I der Linge n, sodass der kompetitive
Faktor von ALG, unter Verwendung des Advice-Bandes, moglichst gross ist. Zu diesem
Zweck kann er beispielsweise ALG auf jedem Advice-String simulieren. Dabei kennt
der Gegenspieler die Anzahl an Advice-Bits b(n), die ALG maximal lesen wird.

e Das Orakel inspiziert anschliessend die vom Gegenspieler erstellte Eingabe I und
schreibt einen bindren Advice-String auf das Advice-Band, der von I abhangt.

o ALG liest die Eingabe I und berechnet die Ausgabe O unter Verwendung des Advice-
Bandes; hierbei liest ALG hochstens b(n) Advice-Bits.

o FErreicht ALG so einen kompetitiven Faktor von ¢, so sagen wir, dass ALG c-kompetitiv
mit Advice-Komplexitét b(n) ist, beziehungsweise maximal b(n) Advice-Bits braucht,
um c-kompetitiv zu sein.

Hierbei ist wichtig, dass das Advice-Band unendlich lang ist. Dies fordern wir, um zu
vermeiden, dass Informationen in die Lange des Advice-Strings hineinkodiert werden kénnen.
Ferner muss das Band von ALG sequentiell gelesen werden.

Wir sehen hier eine Analogie zu der bereits besprochenen Randomisierung. Wir verbieten
allerdings, dass das Orakel einen Zufallsstring auf das Advice-Band schreibt; der Advice
wird deterministisch aus der Eingabe abgeleitet. Auf der anderen Seite kénnen wir uns
vorstellen, dass das Orakel einfach fiir jede Eingabe einen String auf das Advice-Band
eines Online-Algorithmus ALG mit Advice schreibt, der dem «besten» Zufallsstring eines
randomisierten Online-Algorithmus RAND fiir diese Eingabe entspricht. Formulieren wir
diese Uberlegungen in folgender Beobachtung.

Beobachtung 4.1. Sei Il ein Online-Problem. Wenn ein randomisierter Online-Algorith-
mus fiir Il existiert, der c-kompetitiv im Erwartungswert ist und hochstens b(n) Zufallsbits
fur Eingaben der Linge n benutzt, so existiert auch ein Online-Algorithmus mit Advice fir
I, der c-kompetitiv ist und b(n) Advice-Bits verwendet.

Existiert auf der anderen Seite kein Online-Algorithmus mit Advice, der c-kompetitiv mit
Advice-Komplezitit b(n) fir Il ist, so existiert auch kein randomisierter Online-Algorithmus,
der c-kompetitiv im Erwartungswert ist und weniger als b(n) Zufallsbits bendtigt.

In Kapitel 6 kommen wir auf den Zusammenhang zwischen Advice und Randomisierung
zuriick. Definieren wir jetzt einen Online-Algorithmus mit Advice formal; unserer soeben
angestellten Diskussion folgend scheint es sinnvoll, diese Definition analog zu Definition 1.7
fiir randomisierte Online-Algorithmen zu formulieren.
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Definition 4.2 (Online-Algorithmus mit Advice). Sei I = (zy,...,x,) eine Ein-
gabe fiir ein Online-Problem 11. Fin Online-Algorithmus ALG mit Advice berechnet
die Ausgabe ALG*(I) = (y1,...,Yyn), wobei y; nur von ¢,x1,...,x; und yi, ... Vi1
abhdangt; ¢ bezeichnet einen bindren Advice-String. ALG ist c-kompetitiv mit
Advice-Komplexitdat b(n), wenn eine nicht negative Konstante o existiert, sodass fiir
jede Fingabe I von I1 gilt, dass

cost(ALG¢(I)) < c-cost(OpPT(I)) +
falls TI ein Online-Minimierungsproblem ist, oder
gain(OprT(I)) < c- gain(ALG¢(I)> +a,

falls TI ein Online- Maximierungsproblem ist, wobei OPT wieder ein optimaler Offline-
Algorithmus ist, und ALG hochstens b(n) Advice-Bits fiir Fingaben der Linge n liest.
Gilt obige Ungleichung fiir o« = 0, so heisst ALG strikt c-kompetitiv mit Advice-
Komplexitit b(n); ist ALG strikt 1-kompetitiv mit Advice-Komplexitit b(n), so nennen
wir ALG optimal.

Auch hier lassen wir ¢ weg, um die Notation einfach zu halten. Fiir einen solchen
Algorithmus ALG fordern wir also, dass es fiir jede Eingabe einen Advice-String gibt, der
ALG erlaubt, einen entsprechenden kompetitiven Faktor zu erzielen.

Wir konnen jetzt mit den obigen Uberlegungen zu Ski-Rental den folgenden einfachen
Satz formulieren.

Satz 4.3. Fiir Ski-Rental existiert ein Online-Algorithmus mit Advice, der mit einem
Advice-Bit eine optimale Ausgabe erzeugt.

4.1 Die Advice-Komplexitiat von Paging

Wir kommen zuriick zum in Kapitel 1 eingefiihrten Paging. Wir haben fiir dieses Problem
bewiesen, dass deterministische Online-Algorithmen nicht besser als k-kompetitiv sein
konnen, randomisierte Online-Algorithmen im Erwartungswert jedoch exponentiell besser
sind. Wir fragen als erstes, was uns eine kleine Anzahl an Advice-Bits helfen kann. Da wir
bereits einen Barely-Random-Algorithmus fiir das Problem kennen, folgt zusammen mit
Beobachtung 4.1, dass es einen Online-Algorithmus mit Advice gibt, der mindestens dieselbe
Ausgabequalitéit erreicht und hierbei eine konstante Anzahl an Advice-Bits verwendet.

Satz 4.4. Es existiert ein Online-Algorithmus mit Advice fir Paging, der b Advice-Bits
benutzt, wobei 2° < k gilt, und einen kompetitiven Faktor von

2(k + 1)

3b+ =

erreicht.

Als néchstes leiten wir eine untere Schranke fir eine konstante Anzahl an Advice-Bits
her, die sehr nah an die soeben gezeigt obere Schranke herankommt.
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Satz 4.5. Jeder Online-Algorithmus mit Advice, der b Advice-Bits verwendet, kann keinen
besseren kompetitiven Faktor erreichen als

k 1

-ofl)

20 n
Beweis. Sei ALG also ein Online-Algorithmus mit Advice, der eine konstante Anzahl von b
Advice-Bits benutzt. Es reicht auch fiir diesen Beweis, wenn wir uns wieder auf Instanzen

beschranken, die k£ + 1 verschiedene Seiten anfragen. Wir strukturieren diese Instanzen nun
auf eine bestimmte Art.

o Alle Eingaben starten mit der Anfrage der Seite mit dem Index k + 1, die bei keinem
Algorithmus zu Beginn im Cache ist.

e Wir ordnen alle Instanzen nun in einem k-dren Baum 7 der Hohe n — 1, also mit n
Ebenen, an (sieche Abbildung 11).

o Jeder Knoten hat dabei & Nachfolger, die die & moglichen Seiten reprasentieren, die
im entsprechenden Zeitschritt angefragt werden kénnen, wobei nie dieselbe Seite in
zwei direkt aufeinanderfolgenden Zeitschritten angefragt wird.

« Die Bléatter repréasentieren vollstandige Eingaben der Lénge n; allgemein entspricht
jeder Knoten v einem Prafix von genau den Eingaben, die Blatter im Teilbaum mit
Wurzel v sind.

o Die Wurzel des Baums entspricht somit genau der Anfrage k 4 1, die Prafix von jeder
der betrachteten Eingaben ist.

Fiir jede Eingabe wihlt ALG einen der 2° vielen Online-Algorithmen aus strat(ALG) aus.
Jede Eingabe wird also von einem dieser Algorithmen bearbeitet. Wir geben den Bléttern
von 7 nun Farben und zwar davon abhéngig, welcher Algorithmus dieses Blatt bearbeitet.
Jedes Blatt erhilt also eine eindeutige Farbe zwischen 1 und 2°.

Sei d := |n/2°|. Fiir jeden Knoten v sei T, der Teilbaum von 7, der v als Wurzel hat.
Wir zeigen jetzt per Induktion iiber die Anzahl der Farben i, dass fiir alle Knoten v gilt,
dass, wenn 7, eine Hohe von mindestens d - i — 1 besitzt und alle Blatter von 7, mit
hochstens ¢ Farben gefiarbt sind, es eine Instanz gibt, sodass ALG mindestens d Seitenfehler
auf 7, verursacht.

Induktionsanfang. Seii = 1 und sei 7, ein Baum mit einer Hohe von mindestens d—1 (das
heisst mit mindestens d Ebenen), dessen Blétter also alle mit einer Farbe gefarbt sind.
Dies bedeutet aber, dass ALG fiir alle durch diesen Baum repréasentierten Instanzen
denselben Advice benutzt und somit vollstdndig deterministisch auf diesem Teilbaum
arbeitet. Wie wir bereits aus Satz 1.6 wissen, existiert dann eine Eingabe, sodass
ALG auf dieser Teilinstanz genau einen Seitenfehler pro Zeitschritt macht und somit
insgesamt d Seitenfehler.

Induktionsvoraussetzung. Die Annahme gelte fir i — 1.
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Abbildung 11.

Induktionsschritt. Sei ¢ > 1. Wir schneiden 7T, nach d Ebenen ab und erhalten so einen
Baum 7 der Hohe d — 1. Ferner ist jedes Blatt von 7, Wurzel eines Baums 7T, der
Hoéhe mindestens d(i — 1) — 1. Wir unterscheiden zwei Félle beziiglich der Farben, die
in den Baumen 7, benutzt werden.

o Wenn ein Baum T, existiert, dessen Blatter mit hochstens ¢ — 1 Farben gefarbt
sind, so gilt nach Induktionsvoraussetzung, dass ALG auf einer Instanz, die von
einem Blatt in 7T, reprasentiert wird, mindestens d Fehler macht. Somit existiert
offensichtlich auch eine Instanz, die von einem Blatt von 7T, repriasentiert wird.

o Existiert ein solcher Baum nicht, so wissen wir, da alle Blatter von 7, mit ¢
Farben gefirbt sind, dass eine Farbe I existiert, sodass jeder Teilbaum 7, ein
Blatt hat, das mit F' geférbt ist. Nehmen wir jetzt ein Blatt von jedem Teilbaum,
so werden also alle entsprechenden Eingaben mit demselben Advice bearbeitet.
Also wird wieder derselbe deterministische Algorithmus fiir alle diese Instanzen
ausgewahlt.

Wegen der Konstruktion von 7 decken die Eingaben, die zu den jeweilen Bédumen
T. fithren, alle moglichen Anfragefolgen der Lange d ab. Somit macht AL
wiederum auf einer von ihnen mindestens d Fehler.

Nun kénnen wir dieses Ergebnis fiir i = 2° verwenden und erhalten, dass ALG mindestens

n
5
Fehler auf Eingaben macht, die durch einen Baum mit n > |n/2°] - 2° Ebenen reprisentiert
werden beziehungsweise Lange n haben. Auf der anderen Seite wissen wir bereits, dass ein

optimaler Algorithmus hochstens alle £ Anfragen einen Seitenfehler verursacht. Somit sind
die optimalen Kosten fiir Eingaben der Lénge n hochstens n/k.

29



Jetzt setzen wir die beiden Schranken in Definition 1.3 des kompetitiven Faktors ein
und erhalten

n S P
515 |g|sepra
weswegen der kompetitive Faktor von ALG durch

ko (a+1)k k O(l)

c> — —
n

23T D
beschrankt werden kann. O

Zuletzt interessieren wir uns fiir die Anzahl an Advice-Bits, die wir bendtigen, um
optimal zu sein. Eine triviale obere Schranke fiir die Anzahl der Advice-Bits ist n[log, k].

Satz 4.6. FEs existiert ein optimaler Online-Algorithmus mit Advice fir Paging, der fiir
FEingaben der Linge n hochstens nllog, k| Advice-Bits verwendet.

Beweis. Fiir jede Anfrage kann einem Online-Algorithmus mit Advice einfach der Index
der Seite mitgeteilt werden, der von einem festen optimalen Algorithmus im entsprechenden
Zeitschritt verdrangt wird. a

Geht es besser? Die Antwort ist «Ja». Diese obere Schranke konnen wir um einen Faktor
von fast [log, k| verbessern.

Satz 4.7. FEs existiert ein optimaler Online-Algorithmus LIN mit Advice fir Paging, der
fiir Eingaben der Linge n hichstens n + k Advice-Bits verwendet.

Beweis. Sei OPT ein fester optimaler Algorithmus fiir Paging. Wir nennen eine Seite im
Cache von OPT «aktiv», wenn sie noch einmal angefragt wird, bevor OPT sie verdrangt.

o LIN ist so konstruiert, dass er jede aktive Seite im entsprechenden Zeitschritt auch in
seinem Cache hat.

o Um dies zu garantieren, speichert LIN fiir jede Seite im Cache ein Bit, das diese Seite
als aktiv oder nicht markiert.

o Fiir jede Anfrage, die einen Seitenfehler verursacht, verdréngt LIN eine beliebige nicht
aktive Seite.

o Wird jetzt also eine Seite s angefragt, fiir die LIN einen Seitenfehler verursacht, so
kann dies keine aktive Seite sein, denn LIN hat alle aktiven Seiten in jedem Zeitschritt
ebenfalls im Cache.

o Ferner kann s auch nicht im Cache von OPT sein, denn dies wiirde sofort der Definition
von nicht aktiven Seiten widersprechen.

¢ Somit verursacht s auch einen Seitenfehler fur OPT.
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Jetzt konnen wir die Anzahl an bendtigten Advice-Bits abschétzen.

o Pro Anfrage liest LIN ein Bit vom Advice-Band, das angibt, ob die aktuell angefragte
Seite aktiv ist.

o Vor der ersten Anfrage miissen die k im Cache befindlichen Seiten noch initialisiert
werden, wofiir offensichtlich ein Bit pro Speicherzelle benétigt wird.

o Insgesamt werden also n + k Advice-Bits gebraucht.

Somit verursacht LIN nicht mehr Seitenfehler fiir eine beliebige Anfrage als OpPT. Damit ist
er aber selbst ein optimaler Online-Algorithmus. a

4.2 Die Advice-Komplexitit von k-Server

Fir das k-Server Problem wollen wir untersuchen, wie viele Advice-Bits notig und ausrei-
chend sind, um eine optimale Losung zu berechen. Eine obere Schranke kann leicht gezeigt
werden.

Satz 4.8. Fiir k-Server existiert ein optimaler Online-Algorithmus KSOPT mit Advice, der
nllog, k| Advice-Bits fiir Eingaben der Linge n benutzt.

Beweis. Mit jeder Anfrage liest KSOPT genau [log, k] Bits vom Advice-Band, die den
Index des Servers kodieren, der im entsprechenden Zeitschritt von einem fixen optimalen
Algorithmus OPT verwendet wird. Offensichtlich berechnet KSOPT somit dieselbe Ausgabe
wie OPT. Da k bekannt ist, ist keine weitere Information notig. O

Wir sehen hier sofort die Analogie zu Satz 4.6, in welchem wir einen optimalen Online-
Algorithmus mit Advice fiir Paging untersucht haben. Geht es auch hier wieder besser wie in
Satz 4.77 Hier ist die Antwort «Nein» und wir zeigen, dass die in Satz 4.8 gezeigte Schranke
asymptotisch auch notwendig ist. Wir beschranken uns hier zunéachst auf Eingaben der
Lange k& und bezeichnen mit e = 2.718 ... wieder die Eulersche Zahl.

Satz 4.9. Fiir eine Instanz der Linge k muss jeder optimale Online-Algorithmus mit Advice
fir k-Server mindestens k(log, k — log, €) Advice-Bits verwenden.

Beweis. Wir konstruieren einen vollstandigen bipartiten Graphen G = (U U W, E, dist),
wobei U = {uy,...,up} und W = {wy, ..., wy} ist, mit einer Kostenfunktion dist: F —

{1,2}.

o Weil W] = 2% ist, kénnen wir eine bijektive Funktion set: W — P(U) definieren, die
jeden Knoten aus W auf eine eindeutige Teilmenge der Knoten in U abbildet.

¢ Jetzt konnen wir die Kantenkosten definieren. Fir v € U und w € W setzen wir

2 wenn u € set(w),

1 sonst.

dist({u, w}) = {
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e Der so erhaltene Graph ist natiirlich noch keine zulédssige Eingabe fiir k-Server;
wir miissen ihn noch vollstandig machen. Wir setzen alle Kosten der Kanten aus
(UxU)U (W x W) auf 2.

o Nach Beobachtung 3.2 wissen wir, dass G metrisch ist.

e Sei G; C W die Menge aller Knoten aus W, die genau den Teilmengen von U mit i,
Elementen entsprechen, 0 < i < k, also

Gi={w e W | |set(w)| =i}

und ferner ist

ai-()

Da die Menge G, fiir die Beweisfiihrung unwichtig ist, ignorieren wir sie im Folgenden.

Wir nennen Kanten mit Kosten 1 fortan «billigr und Kanten mit Kosten 2 «teuer». Ein
Beispiel fiir 4-Server ist in Abbildung 12 gegeben. Der Ubersicht halber haben wir hier die
Kanten (U x U) U (W x W) weggelassen; billige Kanten sind mit diinnen Linien dargestellt,
teure mit dicken.

Wir konstruieren nun eine Klasse Z' von Instanzen auf dem Graphen G. Die Idee ist,
diese so zu definieren, dass jede Instanz eine eindeutige optimale Losung besitzt, die mit
einer Permutation der Menge {1, ..., k} korrespondiert.

e Zu Beginn stehen alle Server auf den Knoten in U; konkret ist der Server s; auf dem
Knoten u;, 1 < i < k positioniert (siche Abbildung 12).

» Die Anfragen sind gegeben durch (zq,...,xx), sodass, fur 1 < j <k,

- x; € éj_l und

— set(x;) Cset(z)41).
Erklaren wir diese Idee kurz intuitiv.

o Die erste Anfrage x; fragt den eindeutigen Knoten aus W (nédmlich den Knoten aus
G)) an, der nur billige Kanten zu allen Knoten in U hat.

« Jede weitere Anfrage z; fragt einen der Knoten aus G;_; an. Allerdings geschieht dies
nicht willkiirlich, sondern derart, dass alle Knoten aus U, die zur Anfrage x;_; teure
Kanten hatten, auch zu z; teure Kanten haben. Es kommt also eine weitere teure

Kante zu einem Knoten in U pro Anfrage hinzu.

o Die Anfrage x; hat schliesslich nur noch eine billige Kante zu einem Server in U.
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Abbildung 12.

Sei nun [ € 7' eine feste Instanz, die Anfragen nach obigem Vorgehen macht. Um die
Beschreibung im Folgenden einfach zu halten, identifizieren wir alle Knoten aus U mit ihren
Indizes. Wir kénnen I nun als eine Permutation 7; von {1,...,k} interpretieren, wobei

7r(j) = set(xj11) \ set(x;), fir 1 <j <k —1und
m(k) = U\ {mi(j) | 1< J <k — 1} = U\ set(zi)

ist. Erklaren wir es wieder intuitiv; m;(j) bezeichnet genau den Knoten aus U, der von der
Anfrage x4, an nur noch mit teuren Kanten verbunden ist. Jetzt beschreiben wir einen
eindeutigen optimalen Algorithmus OPT fiir I, der eine Losung berechnet, die Kosten von
k besitzt.

e Wir kénnen OPT ebenfalls durch n; beschreiben.

« Fir jede Anfrage z; benutzt OPT genau den Server, der in U positioniert ist, der den
Index 7;(j) besitzt. Dies ist also genau der Server, der mit allen folgenden Anfragen
mit Kanten der Kosten 2 verbunden ist, mit dem aktuellen aber noch mit einer Kante
mit Kosten 1.

o Folglich hat diese Losung in jedem Zeitschritt Kosten von 1.
Es ist einfach zu sehen, dass OPT tatsdchlich eine optimale Losung berechnet.

o Alle Server starten auf Knoten der Menge U.
o Alle Anfragen sind unterschiedliche Knoten aus der Menge W.
o Alle Kantenkosten sind mindestens 1.

o Also hat jede Losung Kosten von mindestens k.
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Um zu beweisen, dass die von OPT berechnete Losung tatsachlich eindeutig ist, miissen wir
etwas genauer hinschauen.

Betrachten wir die Offline-Version des Problems, in der alle Anfragen von Anfang an
bekannt sind und ein Algorithmus OFF sie in einer beliebigen Reihenfolge beantworten
kann.

Die letzte Anfrage z; fragt einen Knoten aus Gj_; an. Dieser Knoten ist mit genau
einem Server, der auf dem Knoten 7;(k) positioniert ist, in U mit Kosten 1 verbunden;
alle weiteren Kanten zu Knoten in U haben Kosten von 2. Wenn OFF optimal sein will,
darf er in keinem Zeitschritt Kosten von mehr als 1 verursachen, denn kein Knoten
wird zweimal angefragt. Er ist also gezwungen, diesen Server fiir x; zu benutzen.

Anschliessend beantwortet er Anfrage x;,_; aus der Gruppe Gj_,. Der angefragte
Knoten hat ebenfalls eine Kante mit Kosten 1 zu dem Knoten 7;(k), auf dem jetzt
aber kein Server mehr positioniert ist. Dieser Server darf nicht verwendet werden,
denn in G gilt dist(wy, ws) = 2 fiir alle wy,wy € W. Will OFF also wieder Kosten
von 1 garantieren, so muss er den Server benutzen, der auf dem zweiten Knoten von
U positioniert ist, der eine billige Kante zu x;_; besitzt; dies ist genau der Knoten
W](k? — 1)

Dieses Argument kénnen wir nun iterieren und dabei sehen wir, dass die von OFF
berechnete Losung genau der von OPT berechneten entspricht.

Aus dieser Argumentation folgt, dass ein Online-Algorithmus, der fiir eine gegebene Instanz
in einem Zeitschritt einen Server benutzt, den OPT nicht benutzt, nicht optimal sein kann.
In einfachen Worten, einmal gemachte Fehler konnen nicht in spateren Zeitschritten wieder
gut gemacht werden.

Jede Instanz in 7’ korreliert also mit einer Permutation von {1,..., k} und besitzt ferner
eine eindeutige optimale Losung mit Kosten k, die wir ebenfalls mit dieser Permutation
beschreiben kénnen. Jetzt miissen wir noch zeigen, dass wir tatsachlich einen eindeutigen
Advice-String fiir jede Instanz aus 7’ benotigen.

Nehmen wir an, es existiere ein optimale Online-Algorithmus ALG mit Advice, der we-
niger als log, (k!) Advice-Bits bendtigt, und somit weniger als k! veschiedene Instanzen
aus Z' unterscheiden kann.

Dann existieren zwei Instanzen I; und I, in 7', die verschiedene eindeutige optimale
Losungen besitzen, fiir die ALG aber denselben Advice benutzt. Somit verhélt sich
ALG auf beiden Instanzen wie ein deterministischer Online-Algorithmus. Wir nehmen
an, ALG sei optimal fiir beide.

Sei ¢ die erste Stelle, an der sich die entsprechenden Permutationen 7;, und 7, das
erste Mal unterscheiden.

Ab dem néchsten Zeitschritt 7 + 1 sind somit zwei verschiedene Knoten aus U mit
teuren Kanten mit allen folgenden Anfragen verbunden. ALG muss somit im Zeitschritt
i zwei verschiedene Server benutzen, um optimal fir beide Instanzen zu sein.
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e Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass ALG sich auf beiden Instanzen bis zu diesem
Zeitpunkt gleich verhélt, was daraus folgt, dass er denselben Advice gelesen hat und
ein gemeinsames Préfix der Eingaben [; und I5.

Jetzt konnen wir die benotigte Anzahl an Advice-Bits abschétzen. Da jeder Online-
Algorithmus k! Instanzen aus Z’ unterscheiden muss, um auf jeder von ihnen optimal zu
sein, muss er mindestens

log, (k!) > log, (x/ﬂ (i)k)

—_

= —(logy(27) + log, k) + k(logy k — logy €)
> k(logy k —log, e)

(\]

Advice-Bits lesen, wobei wir fiir die Abschatzung der Fakultat die Stirling-Formel benutzt
haben. a

Zwar ist Optimalitét als ein strikter kompetitiver Faktor von 1 definiert, aber trotzdem
sind wir mit dem Ergebnis nicht ganz zufrieden, da die konstruierten Instanzen nicht
beliebig lang sein konnen. Wir kénnen die in Satz 4.9 verwendete Idee aber iterieren, wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 4.10. Jeder optimale Online-Algorithmus mit Advice fir k-Server muss mindestens

1 1
n<2 log, k — 3 log, e)
Advice-Bits verwenden.

Beweis. Sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit n ein ungerades Vielfaches von k, also
ist n = (2t — 1)k fiir ein ¢t € INT. Wir konstruieren jetzt einen Graphen, der aus

n—=k

t =
2k

Teilgraphen G; besteht, die jeweils genau so aufgebaut sind wie der Graph G im Beweis
von Satz 4.9. Seien diese Graphen gegeben durch (U; U W;, E;, dist;) fir 1 < j <+¢. Wir
verbinden sie untereinander wie folgt (siche Abbildung 13).

+ Analog zum Beweis von Satz 4.9 definieren wir die Gruppen G,; von Knoten, fiir
1<j<t1<i<k-—1.

o Jetzt verbinden wir alle Knoten aus Wj;, 1 < j < ¢t — 1, mit den Knoten von
Ujit1 = {ujs11, .., ujr1x}, sodass, fiir 1 <¢ <k — 1, die Kanten von allen Knoten
in éj,i zum Knoten u;41 ;41 Kosten von 1 haben und die tibrigen Kosten von 2. Die
Knoten jeder Gruppe im Graphen G besitzen also jeweils billige Kanten zu genau
einem der Startknoten des Graphen G;.
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o Alle weiteren neu hinzugefiigten Kanten erhalten Kosten von 2.
e Nach Beobachtung 3.2 ist auch dieser Graph metrisch.

Zu Beginn sind alle Server auf Knoten von U; positioniert und zwar wieder analog zum
Beweis von Satz 4.9. Jetzt beschreiben wir die n Anfragen fiir Instanzen aus der Klasse Z.

o Die ersten k& Anfragen sind aus der Menge W; und korrespondieren mit einer Permu-
tation m; wie im Beweis von Satz 4.9.

o Danach werden alle k¥ Knoten aus U, jeweils einmal angefragt.

o Als néchstes werden k£ Knoten aus Wy angefragt, die wiederum einer Permutation oy
entsprechen.

e Dieses Vorgehen wiederholen wir, bis am Ende die Knoten aus W; entsprechend einer
Permutation 7, angefragt werden.

Wir konnen die Eingabe somit beschreiben durch

Ty, U1y -+« s Uy T2, U3 1y« v vy US Ky T3y v vy Ut 1y -+ o, Ut |, Tt

G1 e Gs3 Gt

wobei, fir 1 < j <, m; eine Permutation der Knotenindizes von W, repréasentiert. Wir
behaupten jetzt, dass ein optimaler Algorithmus OPT fiir eine Instanz aus Z eindeutig wie
folgt bestimmt ist.

e Wenn OPT, fiir 1 < j <t, einen Server von U; nach W, bewegt, so tut er dies immer
anhand der entsprechenden Permutation ;.

e Wenn Opr, fiir 1 <j <t —1, einen Server von W, nach U;;; bewegt, so benutzt er,
wenn der angefragte Knoten w4141 ist, genau den Server, der sich in der Gruppe
Gjﬂ' befindet fir 0 S ) S k—1.

Wir halten fest, dass OPT in jedem Zeitschritt Kosten von 1 hat. Sei I eine fixe Instanz aus
T. Jetzt zeigen wir, dass OPT tatséchlich ein eindeutiger optimaler Algorithmus fiir I ist.
Zu diesem Zweck nehmen wir an, es existiere ein weiterer Algorithmus ALG, der ebenfalls
optimal ist, aber eine andere Losung als OPT berechnet. Wir diirfen folgende Annahmen
machen.

Wir gehen nach Satz 3.5 davon aus, dass OPT und ALG trédge Algorithmen sind.

Beachten Sie, dass in I kein Knoten mehrmals angefragt wird.

Deswegen hat kein triager Algorithmus in irgendeinem Zeitschritt Kosten von 0.

Da OPT in jedem Zeitschritt Kosten von 1 hat, kann somit kein Online-Algorithmus,
der in mindestens einem Zeitschritt Kosten von 2 hat, optimal sein.
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Abbildung 13.

Sei i der erste Zeitschritt, in dem OPT und ALG einen unterschiedlichen Server benutzen.
Wir unterscheiden zwei Falle beziiglich der von OPT berechneten Ausgabe und beweisen,
dass ALG in einem folgenden Zeitschritt Kosten von 2 hat.

Betrachten wir als erstes den Fall, dass OPT im Zeitschritt ¢ einen Server von U; nach
W;, 1 <j <t bewegt.

o Wir wissen bereits aus dem Beweis von Satz 4.9, dass, wenn ALG einen anderen Server
aus U; benutzt als OPT, dies zu einmaligen Kosten von 2 fithrt und zwar spatestens
nach der letzten Anfrage aus W;

» Benutzt ALG einen Server, der bereits in W; positioniert ist, fithrt dies unmittelbar
zu Kosten von 2 in diesem Zeitschritt.

e Da OPT und ALG bis zu diesem Zeitpunkt dieselbe Losung berechnet haben, sind
ferner keine Server in Uy oder Wy, 1 < j' <'t, j' # j, positioniert.

Betrachten wir als néchstes den Fall, dass OPT im Zeitschritt ¢ einen Server von W; nach
Ujt1, 1 < j <t —1 bewegt.

« Vor der ersten Anfrage aus U;;; haben OPT und ALG alle Server auf gleiche Weise
auf die Gruppen @M-, 1 <1 <1 —1 verteilt; und dabei genau denselben Server in der
derselben Gruppe positioniert.

o Es folgt sofort, dass ALG Kosten von 2 in diesem Zeitschritt hat, wenn er nicht
denselben Server wie OPT verwendet, da jeder Knoten aus U,y genau mit einer

Gruppe mit billigen Kanten verbunden ist.

« Einen Server, der bereits in Uj; positioniert ist, zu nehmen, fithrt ebenfalls direkt zu
Kosten von 2.

« In diesem Fall kénnen keine Server in Uy oder Wj», 1 < j" <t —1, 5 # 7+ 1,
1 < 3" <t, j” #t, positioniert sein.
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Da es also eine eindeutige Losung fiir jede Instanz in Z gibt, die entsprechend der
Permutationen , ..., die Server auswahlt, konnen wir wieder analog zum Beweis von
Satz 4.9 argumentieren und folgern, dass

k k
nr logy (k!) > nr

tlogy(k!) = (logy k — log, €)

Advice-Bits notwendig sind, um optimal zu sein. O

4.3 Verwendete und weiterfithrende Literatur

Orakel werden in der theoretischen Informatik oft benutzt, um die Performanz von Algo-
rithmen zu untersuchen. Hier sei beispielsweise auf die Komplexitéatstheorie von Offline-
Algorithmen verwiesen [1] oder diverse Anwendungen in der Kryptologie [32,33,37]. Online-
Algorithmen mit Advice wurden von Dobrev et al. [10] eingefithrt und unter anderem auf
Paging angewendet. Ein Kritikpunkt an diesem ersten Modell war die Tatsache, dass der
Advice in einer Art und Weise kodiert wurde, die es ermoglichte, mehr Informationen zu
transportieren als mit der entsprechenden Anzahl an Bits eigentlich moglich ist.

Das hier verwendete Modell wurde von Bockenhauer et al. [8] und Hromkovic et al. [17]
eingefithrt. Dobrev et al. [10] untersuchten die Advice-Komplexitét von Paging als erste
in dem von ihnen aufgestellten Modell. Die hier préisentierten Resultate stammen von
Bockenhauer et al. [8], wobei die in Satz 4.7 vorgestellte obere Schranke fiir die Advice-
Komplexitédt eines optimalen Online-Algorithmus mit Advice bereits von Dobrev et al.
beobachtet wurde. Emek et al. [11] haben zuerst die Advice-Komplexitét von k-Server
untersucht. Die hier vorgestellten Ergebnisse stammen wiederum von Béckenhauer et
at. [7]. Komm und Kréalovi¢ [26] haben den Zusammenhang zwischen einer konstanten
Advice-Komplexitiat und Barely-Random-Algorithmen erstmals explizit untersucht.
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5 Das Online-Rucksack-Problem

Wir betrachten in diesem Kapitel ein Maximierungsproblem, dessen Offline-Version wir
bereits kennengelernt haben. Wie bereits beschrieben, sprechen wir hier im Folgenden
nicht von den Kosten eines Online-Algorithmus, die minimiert werden sollen, sondern vom
Gewinn, den wir maximieren sollen (siche Definition 1.3). Den Gewinn einer Losung ALG([)
eines Online-Algorithmus ALG auf einer Instanz I bezeichnen wir mit gain(ALG(7)).

Beim Online-Rucksack-Problem (wir reden zukiinftig einfach vom Rucksack-Pro-
blem) werden einem Online-Algorithmus in aufeinanderfolgenden Zeitschritten Objekte
angeboten, die er in einen Rucksack packen kann, wobei eine Gewichtsschranke des Rucksacks
eingehalten werden muss. Ziel ist, den Wert aller eingepackten Objekte zu maximieren.
Wir betrachten hier die einfache Version des Rucksack-Problems, in der alle Objekte einen
Parameter, ihr «Gewichty», besitzen (Gewicht und Wert sind hier also dasselbe). Anders
als bei der Offline-Version sind die Gewichte bzw. Werte keine natiirlichen, sondern reelle
Zahlen. Die Kapazitat des Rucksacks ist dem Online-Algorithmus vor der Bearbeitung
bekannt. Wir setzen sie deswegen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf 1 und definieren
das Problem formal wie folgt.

Definition 5.1 (Rucksack-Problem). FEine Eingabe I = (wy,...,w,) fir das Ruck-
sack-Problem ist eine Folge von n Objekten, die wir mit threm Gewicht w;, 1 <i<mn, (0 <
w; < 1, identifizieren. Eine zuldssige Losung ist eine Menge von Indizes S C {1,...,n},
sodass

1€S

Das Ziel ist, diese Summe zu mazimieren. Die Objekte werden hierbei nacheinander, eines
pro Zeitschritt, angeboten. Ein Online-Algorithmus muss nach jedem angebotenen Objekt
entscheiden, ob es in den Rucksack gepackt wird oder nicht, und diese Entscheidung kann
nicht rickgangiqg gemacht werden.

Da der Wert jeder Losung nach oben durch die Rucksackgrosse 1 beschrankt ist, be-
trachten wir fiir dieses Problem lediglich strikte kompetitive Faktoren. Beachten Sie, dass
die Anzahl der angebotenen Objekte einem Online-Algorithmus jedoch nicht bekannt ist.
Die Algorithmen fiir das Offline-Rucksack-Problem, die wir kennengelernt haben, haben die
Objekte zum Teil der Grosse nach sortiert, um die Eingabe bearbeiten zu kénnen. Eine
solche Strategie konnen wir in einer Online-Situation natiirlich nicht mehr verfolgen, denn
wir wissen zu einem gegebenen Zeitpunkt nicht, welche Objekte noch angeboten werden.

5.1 Deterministische Online-Algorithmen

Aus diesen Uberlegungen folgt die nichste Behauptung, die aussagt, dass jeder Online-
Algorithmus einen beliebig schlechten kompetitiven Faktor haben kann.

Satz 5.2. Jeder deterministische Online-Algorithmus fir das Rucksack-Problem hat einen
beliebig grossen strikten kompetitiven Faktor.
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ALG OpT ALG OpT
(a) Fall 1 (b) Fall 2
Abbildung 14.

Beweis. Wir konstruieren einen Gegenspieler, der zunéchst ein Objekt w mit dem Gewicht
e > 0 anbietet.

 Falls ein deterministischer Online-Algorithmus ALG sich entscheidet, w zu akzeptieren,
wird ihm danach ein Objekt mit einem Gewicht von 1 angeboten, das offensichtlich
nicht mehr in den Rucksack passt.

o Entscheidet sich ALG auf der anderen Seite, w nicht zu akzeptieren, wird ihm kein
weiteres Objekt mehr angeboten.

Im ersten Fall ist der kompetitive Faktor von ALG genau 1/¢, im zweiten sogar unendlich
gross (siehe Abbildung 14); genau genommen ist der kompetitive Faktor in diesem Fall gar
nicht definiert. O

Jetzt untersuchen wir einen einfachen Greedy-Algorithmus GREEDY, der jedes Objekt
in den Rucksack packt, wenn noch Platz ist. Wie wir gerade gesehen haben, ist auch diese
Strategie nicht erfolgreich. Der wesentliche Punkt ist aber, dass GREEDY auf gewissen
Eingaben sehr wohl eine gute Ausgabequalitéit erreicht, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.3. Flur jede Instanz des Rucksack-Problems, bei der alle Objekte ein Gewicht von
hochstens B haben, erreicht GREEDY einen Gewinn von mehr als 1 — [ oder ist optimal.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Falle beziiglich des Gesamtgewichts der Objekte in der
Eingabe.

o Wenn dieses Gesamtgewicht kleiner als 1 ist, ist GREEDY offensichtlich optimal, da er
jedes Objekt in den Rucksack packt.

o Ist das Gesamtgewicht grosser, so muss der Platz, der in der von GREEDY berechneten
Losung nicht gefiillt wurde, kleiner als 3 sein. Andernfalls wiére fiir ein weiteres Objekt
Platz. Also ist der Rucksack zu einem Anteil gefiillt, der grosser ist als 1 — .
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Somit ist der Gewinn von GREEDY mindestens 1 — 3 oder er ist optimal. O

Fir eine Teilklasse von Instanzen ist GREEDY sogar optimal.

Satz 5.4. Fir jede Instanz des Rucksack-Problems, fir die eine optimale Losung hochstens
einen Gewinn von 1/2 besitzt, ist GREEDY optimal.

Beweis. Wenn gain(OpT(I)) < 1/2 fiir eine Instanz I gilt, so ist offensichtlich auch
gain(GREEDY(/)) < 1/2. Falls ferner gain(GREEDY(])) < gain(OpT([])) ist, so muss dies
daran liegen, dass GREEDY ein Objekt nicht mit in den Rucksack gepackt hat, das ein
Gewicht hat, welches grosser ist als 1/2. Dies ist aber ein direkter Widerspruch. a

Wir werden diese Tatsache im weiteren Verlauf benutzen, um Online-Algorithmen mit
Advice zu konstruieren, die eine gute Ausgabequalitit erzielen.

5.2 Online-Algorithmen mit Advice

Wir untersuchen jetzt die Advice-Komplexitiat des Rucksack-Problems. Zunéchst betrachten
wir die Anzahl an Advice-Bits, die ausreichend und nétig ist, um eine optimale Losung zu
konstruieren. Wir beginnen mit einer einfachen oberen Schranke.

Satz 5.5. Es existiert ein optimaler Online-Algorithmus mit Advice fir das Rucksack-
Problem, der n Advice-Bits benutzt.

Beweis. Fir jedes der n Objekte liest dieser Algorithmus ein Bit vom Advice-Band, das
ihm sagt, ob das aktuelle Objekt Teil einer beliebigen, aber fixen optimalen Losung ist oder
nicht. Folglich gibt er genau diese optimale Losung aus. O

Spannender wird es, wenn wir nun zeigen, dass diese Schranke scharf (bis auf ein Bit)
ist.
Satz 5.6. Jeder Online-Algorithmus mit Advice fiir das Rucksack-Problem muss mindestens
n — 1 Advice-Bits benutzen, um optimal sein zu konnen.
Beweis. Wir konstruieren eine Klasse von Eingaben Z, die wie folgt aussieht. Fiir jedes n

betrachten wir die Eingabe

11 1

5717"'72n_17wb7

wobei w; definiert ist als

n—1
wy=1-=Y 527",
i—1

fir einen Bindrstring b = b;...b,_1. Fiir n = 8 und b = 1101101 erhalten wir also
beispielsweise
1111 1 1 1 _q <1+1+1+1+1)_109
247816732 64 128" "0 2 4 16 32 128/ 128’
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was einer optimalen Losung mit Kosten 1 entspricht. Jetzt betrachten wir die ersten n — 1
angebotenen Objekte in der Eingabe, die fiir jedes n dieselben sind. Zwei verschiedene
Teilmengen dieser Objekte fithren offensichtlich zu zwei verschiedenen Teilgewichten. Fiir
jeden Wert von w;, beziehungsweise b existiert also eine eindeutige optimale Losung. Damit
ein Online-Algorithmus diese ausgeben kann, muss er in den ersten n — 1 Zeitschritten die
richtigen Objekte akzeptieren, sodass im letzten Zeitschritt das Objekt w, schliesslich den
Rucksack zu 1 auffillt.

Falls ein Algorithmus weniger als n — 1 Advice-Bits benutzt, kann er zwischen weniger
als 27! Instanzen aus Z unterscheiden. Nach dem Schubfachprinzip verhélt er sich somit
gleich fiir zwei verschiedene Instanzen und kann nicht optimal fiir beide sein. a

Wir brauchen also eine grosse Menge an Zusatzinformationen, um optimal zu sein. Ohne
Zusatzinformationen sind wir auf der anderen Seite beliebig schlecht. Aber was geschieht
zwischen diesen Extremwerten? Uberraschenderweise erméglicht uns ein einziges Bit an
Information bereits 2-kompetitiv zu sein. Betrachten wir den Online-Algorithmus KPONE,
der am Anfang der Berechnung ein Advice-Bit benutzt, um zu entscheiden, ob er entweder
eine einfache Greedy-Strategie realisiert, oder auf ein Objekt wartet, das ein Gewicht hat,
das grosser als 1/2 ist.

Satz 5.7. Der Online-Algorithmus KPONE mit Advice fiir das Rucksack-Problem ist strikt
2-kompetitiv.

Beweis. Wir unterscheiden wieder zwei Falle, diesmal davon abhéngig, ob ein Objekt mit
einem Gewicht > 1/2 angeboten wird oder nicht.

« Existiert ein solches Objekt, wird dies KPONE mit einem Bit mitgeteilt. Das erste
Objekt mit einem ausreichenden Gewicht wird dann in den Rucksack gepackt. Da
ein optimaler Algorithmus OPT hochstens einen Gewinn von 1 erzielen kann, ist der
Gewinn von KPONE also mindestens halb so gross wie der optimale.

» Existiert ein solches Objekt nicht, so folgt die Behauptung sofort nach Satz 5.3.

In beiden Féllen ist KPONE also 2-kompetitiv. O

Ein Bit ist also alles, was uns fehlt, um aus einer beliebig schlechten Ausgabequalitét
eine 2-kompetitive zu machen. Es liegt nun nahe, zu fragen, wie viel uns weitere Bits helfen,
was also beispielsweise passiert, wenn wir einem Online-Algorithmus mit Advice erlauben, 2
Bits anstatt einem zu benutzen. Auch hier konnen wir ein kontraintuitives Ergebnis zeigen;
und zwar helfen weitere Bits nicht, solange wir keine logarithmische Anzahl benutzen.

Satz 5.8. Sei e > 0. Kein Online-Algorithmus mit Advice fiir das Rucksack-Problem, der
weniger als logy(n — 1) Advice-Bits benutzt, kann besser als strikt (2 — €)-kompetitiv sein.

Beweis. Sei im Folgenden
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und sei ALG ein Online-Algorithmus, der b < log,(n — 1) Advice-Bits benutzt. Wir konstru-
ieren wieder eine Klasse Z von Instanzen. Diese besteht aus Eingaben [;, 1 < j <n —1,
die jeweils die Form

1 1 1 1 1 1
T o T )
2 + ) 2 + Y ) 2 + ) 2 ) 2 + ) Y 2 +

haben, wobei das Objekt mit dem Gewicht 1/2 + 6 am Ende (n — j — 1)-mal angeboten
wird. Wir sehen sofort, dass

IZ| =n —1 =21 5 9b

gilt, also existieren in Z mehr Eingaben als es Advice-Strings gibt, die ALG benutzen kann.
Wir kénnen nun erneut mit dem Schubfachprinzip argumentieren, dass es mindestens zwei
verschiedene Eingaben gibt, fiir die ALG denselben Advice liest.

« Um optimal fiir eine Eingabe I; zu sein, muss ALG genau das j-te und das (j + 1)-te
Objekt in den Rucksack packen und diese Losung ist eindeutig. Der Gewinn einer
optimalen Losung ist ferner immer 1.

» Seien Ij und [;» zwei verschiedene Eingaben aus Z, fiir die ALG denselben Advice
liest, wobei ohne Beschrankung der Allgemeinheit j' < j” gilt.

 Diese beiden Instanzen sind in den ersten j’ Zeitschritten gleich und somit packt ALG
das j'-te Objekt fiir beide entweder ein oder nicht.

« Packt ALG das j'-te Objekt ein, so kann er zwar optimal fiir I, sein, allerdings kann
er kein weiteres Objekt mehr fiir I;» einpacken, da

]_ -/ 1 =1/
-+ +-=9 >1
2 o 2
gilt.
« Packt ALG das j'-te Objekt wiederum nicht ein, so kann er optimal fiir I;» sein,
jedoch nicht fir .

e In beiden Fallen hat ALG also hochstens einen Gewinn von 1/2 + 4.

Dies bedeutet wiederum, dass der erreichte kompetitive Faktor nicht besser als

1

-9
15 c

N | —

ist. O

Als néchstes beweisen wir eine asymptotisch scharfe obere Schranke, die zeigt, dass wir
mit einer logarithmischen Anzahl an Advice-Bits beliebig nahe an eine optimale Losung
herankommen koénnen. Mit O(logn) Advice-Bits sind wir also «fast» optimal. Vorher
lernen wir aber noch eine Technik kennen, die wir zum Kodieren der Zusatzinformationen
benotigen.
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5.3 Selbstbeschrankte Bitstrings

Fangen wir zunachst mit einer einfachen Beobachtung an. Wie wir wissen, konnen wir mit
m Bits 2™ verschiedene Zahlen darstellen. Oftmals wollen wir die Anzahl an benétigten Bits
mit der maximal zu kodierenden Zahl n abschétzen; wir nehmen an, n sei eine natiirliche
Zahl, die grosser als 2 ist.

o Um eine Zahl a, 0 < a < n, binér zu kodieren, brauchen wir [log,(n + 1)] Bits, da a
potentiell n + 1 Werte annehmen kann.

o Ist a allerdings nie 0, so brauchen wir lediglich [log, n| Bits; anstatt a kénnen wir in
diesem Fall @ — 1 auf das Advice-Band schreiben.

Bislang konnten die konstruierten Online-Algorithmen mit Advice selbststéndig erkennen,
wie sie den Advice zu benutzen hatten. Im Folgenden miissen wir allerdings mehrere Zahlen
auf dem Advice-Band kodieren, tiber deren Grosse von Beginn an nichts bekannt ist. Das
verwendete Modell erlaubt es uns nicht, ein Symbol zu verwenden, das wir als Trenner
benutzen konnten, da der String binar sein muss. Ein besonderes Muster, wie etwa 111, als
Trenner zu verwenden, ist offensichtlich auch nicht moglich, da es Teil des kodierten Advice
sein konnte.

Die Idee ist, den String in einer selbstbeschriankten (auf englisch «self-delimiting») Art
zu kodieren. Nehmen wir an, wir wollen zwei Zahlen 42 und 9 auf das Advice-Band schreiben.
Kodieren wir diese Zahlen binér, so erhalten wir ein Prafix

(1jof1jof1]o]1][oJof1]...

42 9

auf dem Advice-Band. Allerdings ist die Kodierung nicht eindeutig; wir konnten den Bitstring
auch als

(1]joj1]joj1[of1][0o]O]1]...

10 41

interpretieren. Eine Losung des Problems ist, dem Algorithmus mitzuteilen, wie viele Bits
zur Kodierung der ersten Zahl, nennen wir sie wieder a, gehdren. Wenn a wieder eine Zahl
zwischen 0 und n ist, brauchen wir maximal [log,(n + 1)] Bits, um a zu kommunizieren;
ausserdem konnen wir mit zusatzlichen [log, [log,(n+1)]| Bits angeben, wie gross [log,(n +
1)] ist, wie viel Platz also gebraucht wird, um a zu kodieren. Wegen n > 2 ist [logy(n + 1)]
dabei nie 0 (auch dann, wenn a nie 0 ist).

Allerdings stehen wir nun wieder vor einem dhnlichen Problem, denn jetzt muss der
Algorithmus wissen, wo diese ersten [log,[log,(n + 1)]] Bits aufhéren und die Kodierung
von a anfangt. Der Trick ist, dass wir dem Algorithmus nach einem festen Muster mitteilen,
wo die ersten [log,[logy(n + 1)]] enden, indem wir hinter jedes Bit, das noch dazu gehort,
eine 1 schreiben und hinter das letzte eine 0. Somit brauchen wir 2[log,[logs(n + 1)]]
Bits am Anfang und anschliessend ist dem Algorithmus bekannt, wie viele weitere Bits
er lesen muss, um a zu erhalten. Mochten wir also wieder die Zahlen 42 und 9 kodieren,
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so stellen wir zundachst fest, dass wir [log,(42 + 1)] = 6 Bits brauchen, um 42 binér zu
kodieren. Dementsprechend schreiben wir zuerst 6 selbstbeschréankt auf das Band, dann 42
und hiernach 9 und erhalten

111|1|0|0|1010101001

6 (selbstbeschrankt) 42 9

als Préfix. Nattrlich hatten wir diese Kodierung auch direkt auf die Zahl a anwenden
konnen, aber dann wiirden wir fiir deren Darstellung 2[log,(n + 1)] Bits bendtigen. Wir
tauschen also die multiplikative Konstante 2 gegen einen additiven Term, der asymptotisch
kleiner ist als der restliche Inhalt des Bandes.

Diese Ideen benutzen wir jetzt, um den folgenden Satz zu beweisen, der eine logarithmi-
sche obere Schranke fiir die Anzahl an Advice-Bits angibt, um das Rucksackproblem fast
optimal zu losen.

Satz 5.9. Sei ¢ > 0. Es existiert ein Online-Algorithmus KPLOG mit Advice fir das
Rucksack-Problem, der einen strikten kompetitiven Faktor von 1+ ¢ erreicht und hochstens

3e+3

{35—%3

-‘ - [logyn] + 2 - {logQG -‘ + 1>-‘ + 2 [logy[logsn]] + 1

Advice-Bits verwendet.

Beweis. Sei im Folgenden

€
343

Da KPLocG die Konstante € kennt, kennt er auch . Sei I eine beliebige Eingabe fiir das
Rucksack-Problem. Wir machen wieder eine Fallunterscheidung, diesmal beziiglich der
Objekte, die ein beliebiger aber fixer optimaler Algorithmus OPT in den Rucksack packt.

o Nehmen wir zundchst an, es existiere kein Objekt mit einem Gewicht grosser als d in
der von OPT berechneten Losung; dies kann mit einem Bit kommuniziert werden.

o Dann realisiert KPLOG die Greedy-Strategie und hat nach Satz 5.3 einen kompetitiven
Faktor von hochstens

. —1+—5 =1+
1—6 1—6 34 2¢

<l+e¢.

Nehmen wir jetzt also an, dies sei nicht der Fall und somit gebe es mindestens ein Objekt
mit einem Gewicht von mindestens 9.

e Die von OPT berechnete Losung besteht also aus zwei disjunkten Teilmengen S; und
Sa, wobei S; alle Objekte mit einem Gewicht von mindestens § enthélt (diese Objekte
nennen wir «schwer») und Sy solche Objekte, die ein kleineres Gewicht besitzen (die
sogenannten «leichten» Objekte).
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e Sei ’Sll =1.
e Sei s; die Summe aller Gewichte der Objekte in S; und sy analog definiert fiir Ss.

 Die Indizes (beziiglich I) der schweren Objekte werden auf das Advice-Band geschrie-
ben, sodass KPLOG alle Objekte aus S; einpackt, wenn sie angeboten werden.

Jetzt miissen wir uns noch um die leichten Objekte kiimmern, aber wir haben nicht genug
Advice, um ihre Position ebenfalls genau zu kodieren. Die Idee ist, eine untere Schranke
fiir den Teil des Rucksacks anzugeben, der von OPT mit diesen Objekten gepackt wird
und KPLOG leichte Objekte mit der Greedy-Strategie akzeptieren zu lassen, solange ihr
Gesamtgewicht nicht iiber die Schranke hinausgeht.

e Das Orakel kodiert eine Zahl k auf dem Advice-Band, sodass
ké < sy < (k+1)d
gilt. Offensichtlich ist £ < 1/6, da so < 1 ist.

¢ KPLOG berechnet nun k6 und kennt somit eine untere Schranke fiir den Teil des
Rucksacks, den OPT mit leichten Objekten fiillt.

o Jedes leichte Objekt wird dann in den Rucksack gepackt, solange die Summe der
Gewichte der bereits gepackten leichten Objekte kleiner als k¢ ist.

Wir koénnen eine weitere Fallunterscheidung beziiglich der von OPT berechneten Losung
machen.

e« Wenn OPT keine leichten Objekte in den Rucksack packt, so ist KPLOG optimal, da
alle schweren Objekte eingepackt werden. Wir gehen im Folgenden also davon aus,
dass OPT mindestens ein leichtes Objekt in den Rucksack packt.

o« Wenn OPT einen Gewinn von weniger als 1 — § besitzt, so folgt wiederum, dass OpT
alle leichten Objekte, die angeboten werden, in den Rucksack packt. In dem Fall
schreibt das Orakel k = [1/4] auf das Advice-Band und KPLOG ist wieder optimal.

¢ Also beschranken wir den Gewinn von OPT von unten mit 1 — 4.

Jetzt schitzen wir ab, wie viel wir durch die Tatsache, dass wir leichte Objekte nicht exakt
kodieren, maximal verlieren kénnen.

o Wir kénnen uns vorstellen, dass KPLOG ein Greedy-Algorithmus ist, der mit einer
Rucksackgrosse von kd arbeitet, wobei jedes angebotene Objekt eine Grosse von
héchstens § besitzt.

o Wieder benutzen wir Satz 5.3, aus dem folgt, dass KPLOG auf dieser Teilinstanz einen
Gewinn von mindestens kd — § > so — 20 besitzt oder optimal ist.
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Insgesamt hat KPLOG also einen Gewinn von mindestens s; + s, —24 und OPT einen Gewinn
von s; + so. Fiir den kompetitiven Faktor folgt damit, wegen 1 — ¢ < gain(OpT()) < 1,
unmittelbar

S1 + So 1 30

LI L
S tse_20 "1-80 T1-3 ¢

Zuletzt schitzen wir noch die Anzahl der verwendeten Advice-Bits ab.

« Wir benétigen als erstes ein Bit, das angibt, ob schwere Objekte Teil der optimalen
Losung sind.

o Wie bereits erwéhnt, ist £ < 1/§, da s, < 1 ist. Also ist k eine nattirliche Zahl
zwischen 0 und [1/0], die mit [log,([1/d] + 1)] Bits kodiert werden kann.

o Wir stellen ausserdem fest, dass keine Losung mehr als 1/§ viele schwere Objekte
akzeptieren kann, da ihr Gesamtgewinn sonst grosser als 1 ware. Da es mindestens ein
schweres Objekt gibt, i also nicht 0 werden kann, lasst sich ¢ mit [log,[1/d]] vielen
Advice-Bits kodieren.

« Beachten Sie, dass ¢ und k nicht selbstbeschrankt kodiert werden miissen, da KPLOG
den Wert § kennt und somit obere Schranken fiir diese Werte ausrechnen kann. Die
tatsachlichen Darstellungen der beiden Zahlen werden vom Orakel durch fiihrende
Nullen auf die richtige Lange gebracht.

o Fiir jedes der i schweren Objekte muss dessen Index mit jeweils [log, n| Advice-Bits
auf das Advice-Band geschrieben werden.

o Um den Advice dekodieren zu kénnen, muss KPLoG die Zahl [log, | kennen. Nach
den obigen Beobachtungen benotigen wir hierfiir 2[log, [log, n]] zusétzliche Bits.

Insgesamt ist die Anzahl an Advice-Bits also nach oben durch

1+ [logon]| +2- {log2<[(ﬂ + 1)} + 2 - [log,[logyn]]

<1+ F)gjLﬂ - [logyn] +2- [logQ(Pg—Fﬂ + 1)} + 2 - [log,[logyn]]

beschrénkt, was in O(logn) ist. O

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse kurz zusammen. Ohne Advice ist jeder Online-
Algorithmus beliebig schlecht; jedoch erlaubt bereits ein Advice-Bit einen kompetitiven
Faktor von 2. Jedes weitere Advice-Bit hilft wiederum nicht, bis eine Anzahl erreicht wird,
die logarithmisch in der Eingabeldnge ist. Ist dieser Schwellenwert (asymptotisch) erreicht,
so lasst sich ein Online-Algorithmus mit Advice konstruieren, der fast optimal ist. Um
allerdings tatsachliche Optimalitat zu erreichen, muss die Anzahl an Advice-Bits wiederum
exponentiell vergrossert werden (siehe Abbildung 15 fir eine schematische Darstellung).
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Abbildung 15.

5.4 Ein Barely-Random-Algorithmus

Wir wissen jetzt, dass ein Advice-Bit fiir das Rucksack-Problem sehr méchtig ist. Nun
wollen wir uns die Frage stellen, was ein Zufallsbit bewirken kann. Betrachten wir zunéachst
den Barely-Random-Algorithmus RKPONE, der analog zum oben besprochenen Online-
Algorithmus KPONE mit Advice funktioniert, das eine Bit aber nicht von einem Orakel
mitgeteilt bekommt, sondern rét.

Satz 5.10. Der Barely-Random-Algorithmus RKPONE' fiir das Rucksack-Problem ist strikt
4-kompetitiv im Erwartungswert.

Beweis. Wir machen wieder dieselbe Fallunterscheidung wie im Beweis von Satz 5.7.

o Existiert ein Objekt in der Eingabe, das ein Gewicht von mehr als 1/2 besitzt, so wird
dieses mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 genommen, da RKPONE' auf es wartet.
Entscheidet sich der Algorithmus hingegen, eine Greedy-Strategie zu verfolgen, packt
er im schlimmsten Fall ein Objekt mit sehr kleinem Gewicht € > 0 ein. Der erwartete
Gewinn ist also grosser als 1/2-1/2 = 1/4.

o Existiert kein solches Objekt, so ist der Gewinn von RKPONE' offensichtlich 0 mit
einer Wahrscheinlichkeit von 1/2.

Ist das Gesamtgewicht aller Objekte in der Eingabe hochstens 1/2, so ist der Al-
gorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 optimal nach Satz 5.3 und somit
2-kompetitiv.

Ist der Gesamtgewinn grosser als 1/2; so ist sein Gewinn nach Satz 5.3 mit Wahr-
scheinlichkeit von 1/2 mindestens 1/2. Somit folgt auch in diesem Fall eine untere
Schranke von 1/4 fiir den Gewinn von RKPONE'.

Da die optimale Losung hochstens einen Gewinn von 1 hat, folgt sofort, dass der kompetitive
Faktor nicht schlechter als 4 ist. O

Fiir diesen Algorithmus ist diese Schranke dicht.
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Satz 5.11. Der Barely-Random-Algorithmus RKPONE' fiir das Rucksack-Problem kann
nicht besser als strikt 4-kompetitiv im Erwartungswert sein.
Beweis. Sei im Folgenden ¢ < 1/6 und

3

0i=——.
4(6 — ¢)
Wir betrachten eine Eingabe, die aus drei Objekten

1 1
5—5,35,5—5

besteht. Wieder unterscheiden wir zwei Félle.

« Eine Greedy-Strategie akzeptiert die ersten beiden Objekte und hat einen Gewinn
von 1/2 + 24.

« Da kein Objekt mit einem Gewicht von mehr als 1/2 existiert, fithrt die Strategie, auf
ein solches Objekt zu warten, zu einem Gewinn von 0.

Es folgt, dass der kompetitive Faktor von RKPONE' nicht besser als

1 — 26 1 — 26
(1 AR Py
Li+20)+1-0

sein kann. 0

Intuitiv scheint uns dieses Ergebnis logisch. Ein Advice-Bit, das uns immer sagt, was
die beste Strategie ist, ist doppelt so méchtig wie ein Zufallsbit, das nur mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 1/2 eine solche Strategie auswahlt. Umso erstaunlicher ist das folgende
Ergebnis. Hierzu betrachten wir den Online-Algorithmus mit Advice RKPONE, der uniform
einen deterministischen Online-Algorithmus aus strat(RKPONE) = {Greedy,, Greedy,}
wahlt. Greedy, realisiert hierbei wieder eine einfache Greedy-Strategie; Greedy, simuliert zu
Beginn hingegen Greedy,, ohne Objekte zu akzeptieren. Sobald er allerdings feststellt, dass
das Objekt, das im aktuellen Zeitschritt angeboten wird, nicht mehr in den von Greedy,
gepackten Rucksack passt, akzeptiert er dieses Objekt und realisiert eine Greedy-Strategie
von diesem Zeitschritt an.

Satz 5.12. Der Barely-Random-Algorithmus RIKKPONE fiir das Rucksack-Problem ist strikt
2-kompetitiv im Erwartungswert.

Beweis. Wir unterscheiden diesmal zwei Félle beziiglich des Gesamtgewichts der Objekte
in der Eingabe I.

o Falls das Gesamtgewicht aller angebotenen Objekte in der Eingabe nicht grosser als 1
ist, so ist Greedy, optimal, wahrend Greedy, einen Gewinn von 0 erzielt. Der erwartete
Gewinn ist also genau 1/2 gain(OpT(7)).
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Greedy, Greedys,

(a) (b)
Abbildung 16.

o Falls das Gesamtgewicht grosser als 1 ist, so ist der Gesamtgewinn von beiden
Algorithmen auch grosser als 1, weswegen fiir den erwarteten Gewinn von RKPONE

1 1
3 gain(Greedy, (1)) + 5 gain(Greedy, (1))

(gain(Greedy, (1)) + gain(Greedy,(I)))

>

N — DN —

folgt. Beachten Sie auch hier, dass OPT hochstens einen Gewinn von 1 besitzt.

Folglich ist ist der erwartete kompetitive Faktor in beiden Féllen also hochstens 2 (siehe

Abbildung 16). O

In Satz 5.8 haben wir gezeigt, dass eine konstante Anzahl von Advice-Bits es nicht
erlaubt, besser als 2-kompetitiv zu sein. Dies gilt somit auch fiir Zufallsbits. In Satz 5.9
zeigten wir wiederum, dass logarithmischer Advice es erlaubt (1 + £)-kompetitiv zu sein.
Dies ist bei Randomisierung nicht der Fall.

5.5 Eine untere Schranke fiir randomisierte Online-Algorithmen

Wir zeigen im folgenden Satz, dass ein Zufallsbit genau so méchtig ist wie jede beliebige
andere Anzahl an Randomisierung.

Satz 5.13. Kein randomisierter Online-Algorithmus fir das Rucksack-Problem ist besser
als strikt 2-kompetitiv im Erwartungswert.

Beweis. Sei ¢ > 0. Wir betrachten die folgende Klasse Z von Instanzen, die aus zwei
Eingaben besteht. Bei beiden wird zunéchst ein Objekt mit dem Gewicht von £ angeboten.
Hiernach wird entweder nichts mehr angeboten oder ein weiteres Objekt mit einem Gewicht
von 1. Sei nun RAND ein beliebiger randomisierter Online-Algorithmus.
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Wahrscheinlichkeit p, das erste Objekt zu akzpetieren
Abbildung 17.

o RAND akzeptiert das erste Objekt mit einer Wahrscheinlichkeit von p. Wir stellen
fest, dass p nicht 0 sein darf, da RAND sonst einen Gewinn von 0 auf der Instanz
besitzt, die nur aus dem ersten Objekt besteht.

o Akzeptiert RAND das erste Objekt, so ist kein Platz mehr in seinem Rucksack fiir das
zweite Objekt, wenn es angeboten wird.

o Auf der anderen Seite ist sein Gewinn 0 auf der Instanz, in der kein zweites Objekt
angeboten wird, wenn er das erste nicht akzeptiert. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir ist
offensichtlich 1 — p.

Nehmen wir an, das zweite Objekt wird angeboten, was zu einem optimalen Gewinn von 1
fithrt. Der erwartete kompetitive Faktor von RAND ist somit

1 1

p-e+(1—p)-1 - (e=1)-p+1°
Wird das zweite Objekt nicht angeboten, hat eine optimale Losung einen Gewinn von ¢.
Fiir den kompetitiven Faktor von RAND folgt also

€ 1

pret(l—=p)-0 p°
Durch die Wahl der konkreten Instanz kann ein Gegenspieler immer dafiir sorgen, dass der
erwartete kompetitive Faktor dem Maximum dieser beiden Werte entspricht. RAND will
also p so wihlen, dass dieses Maximum minimiert wird. Da ((¢ — 1)p + 1)~! monoton in p
steigt, wihrend 1/p monoton in p fillt, ist die beste Strategie fiir RAND, p so zu wéahlen,
dass die beiden erwarteten kompetitiven Faktoren gleich sind (sieche Abbildung 17). Es
folgt

1 I
-1 -p+tl p P=9

und, wenn wir dies wieder in eine der beiden Gleichungen fiir den erwarteten kompetitiven
Faktor einsetzen, folgt, dass dieser mindestens 2 — ¢ ist. O
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5.6 Resource-Augmentation

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie sehr es Online-Algorithmen hilft, wenn wir
ihnen einen kleinen Vorteil verschaffen. Konkret weichen wir die Gewichtsschranke des
Rucksacks ein bisschen auf, sodass, fiir ein v > 0, ein Online-Algorithmus ein Gesamtgewicht
von 1+ einpacken darf, wohingegen der optimale Algorithmus OPT weiterhin die Kapazitéat
von 1 nicht iiberschreiten darf. Ferner nehmen wir an, dass die Gewichte der Objekte in
der Eingabe nach wie vor nicht grosser als 1 sind. Die Online-Algorithmen haben also
gewissermassen mehr Ressourcen zur Verfiigung, weswegen wir bei diesem Modell von
Resource-Augmentation (auf Deutsch in etwa «Ressourcen-Vergrosserungy ) sprechen.
Bei dem hier vorgestellten Problem sprechen wir vom 7-Rucksack-Problem. Wenn wir
deterministische Online-Algorithmen betrachten, so stellen wir fest, dass GREEDY hier das
beste Ergebnis erzielt.

Satz 5.14. GREEDY ist strikt 1/y-kompetitiv fir das v-Rucksack-Problem.

Beweis. Wenn GREEDY ein Objekt nicht mehr in den Rucksack packen kann, so ist dieser
schon mindestens mit Objekten mit einem Gesamtgewicht von 7 gefiillt, da alle Objekte
ein Gewicht von hochstens 1 besitzen. Mit dem maximalen Gewinn von 1 fiir OPT folgt die
Behauptung. a

Es folgt, dass v = 1 es GREEDY erlaubt, optimal fiir das v-Rucksack-Problem zu sein;
wir wollen interessante Instanzen untersuchen und gehen deswegen davon aus, dass v eine
kleine Konstante ist mit 0 < v < 1. Die in Satz 5.14 vorgestellte Schranke ist dicht.

Satz 5.15. Kein deterministischer Online-Algorithmus fir das ~v-Rucksack-Problem ist
besser als strikt (1/v + €)-kompetitiv.

Beweis. Der Beweis kann analog zu dem von Satz 5.2 gefiihrt werden. Sei € > 0 und sei
ALG ein deterministischer Online-Algorithmus fiir das y-Rucksack-Problem. Zunéchst wird
ein Objekt w mit einem Gewicht von v + € angeboten.

o Packt ALG w nicht ein, wird kein weiteres Objekt mehr angeboten.
o Wird w hingegen eingepackt, wird ein zweites Objekt mit dem Gewicht 1 angeboten.

Damit erhalten wir sofort eine untere Schranke von 1/(y+¢) auf den strikten kompetitiven
Faktor von ALG. O

Fiir kleine Werte von v hilft Resource-Augmentation den konstruierten Online-Algorithmen
nicht viel. Anders sieht es allerdings aus, wenn wir dieses Konzept mit dem eines Advice-
Bandes kombinieren. In diesem Fall erméglicht uns eine konstante, von v abhéngige Anzahl
an Advice-Bits, sehr nah an eine optimale Losung heranzukommen. Der erreichte kompetitive
Faktor hangt hier ebenfalls von v ab.
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Satz 5.16. Sei 1/4 > ~v > 0. Es existiert ein Online-Algorithmus AuG mit Advice fir das
v-Rucksack-Problem, der einen strikten kompetitiven Faktor von

3y

1
+1—47

erreicht und hochstens

1 1 1
{2 log, Lw + . log, {VQH +1
Advice-Bits verwendet.

Beweis. Als erstes beschranken wir den Gewinn des fixen optimalen Algorithmus OPT von
unten, indem wir nach Satz 5.4 annehmen, dass der Gewinn von OPT mindestens 1/2 ist;
ansonsten verfolgt AUG eine simple Greedy-Strategie und ist optimal. Dies wird wieder mit
dem ersten Bit auf dem Advice-Band kommuniziert.

Wie im Beweis von Satz 5.9 unterteilen wir die Objekte, die OPT in den Rucksack
packt, in schwere und leichte. Die schweren Objekte seien mit 1, ..., z; und die leichten
mit yq,...,ymn bezeichnet. Fiir eine Instanz [ ist also

Opt(I) :=={x1,.. ., 26} U {ys, -, Ym} -

Als schwer bezeichnen wir hier Objekte mit einen Gewicht von mindestens v und die leichten
Objekte haben ein Gewicht, das echt kleiner als « ist; offensichtlich gilt fiir die Anzahl der
schweren Objekte k < 1/~.

o AUG kennt v und er berechnet die ungefdhren Gewichte dieser Objekte, die auf ein
Vielfaches von v? abgerundet sind.

o Ausserdem berechnet AUG eine Schranke fiir den Teil des Rucksacks, der von OpT
mit leichten Objekten gefiillt wird.

o Solange diese Schranke nicht tiberschritten wird, akzeptiert AUG leichte Objekte mit
einer Greedy-Strategie.

Als néachstes zeigen wir, wie die Gewichte der schweren Objekte kodiert werden. Zu diesem
Zweck sei

T; = j, sodass jv* < x; < (j + 1),

fiir jedes schwere Objekt x;, 1 <17 < k. Alle ;s werden nacheinander auf das Advice-Band
geschrieben und von AuG am Anfang der Berechnung gelesen. Wird nun ein Objekt
angeboten, so Uberprift AUG, ob das entsprechende T; als Advice gegeben wurde. Dies
bedeutet, der Algorithmus schaut nach, ob ein z; Teil des Advice ist, sodass

fi’}/2 < ¥ < (fl + 1)’}/2 .
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Ist dies der Fall, so wird 2" akzeptiert. Dieses Objekt bezeichnen wir dann mit z;, da es mit
x; in der Losung von OPT korrespondiert. Andernfalls wird x’ verworfen. Wenn wir jetzt x;
gegen z; abschétzen, so stellen wir fest, dass wegen der Rundung

i — 9 <2 <+

gilt. Addieren wir nun alle diese Werte, so erhalten wir

Dies bedeutet, dass AUG fiir jedes schwere Objekt ein Objekt einpackt, sodass die Summe
der Gewichte dieser eingepackten Objekte hochstens v mehr Platz braucht als die von OPT
eingepackten schweren Objekte. Auf der anderen Seite wird aber auch nicht mehr als ein
Anteil von v des Rucksacks nicht genutzt.

Wir unterscheiden wieder zwei Félle beztiglich der Grosse der optimalen Losung. Nehmen
wir zundchst einmal an gain(OpT([)) <1 — 1.

e Dies bedeutet, dass OPT alle leichten Objekte, die in der Eingabe vorhanden sind, in
den Rucksack packt, denn sonst ware er nicht optimal.

» Wie wir gerade gesehen haben, benutzt AuG aufgrund der z’s hochstens v mehr Platz
im Rucksack.

o Aufgrund der Resource-Augmentation hat AUG also mindestens so viel Platz wie OpT
im Rucksack fiir leichte Objekte und kann diese alle einpacken.

o Auf der anderen Seite haben wir auch gesehen, dass

k k
S WD o
i=1 i=1
ist.
« Somit hat AuG einen Gewinn von mindestens gain(OpT(/)) — v und es folgt

gain(OpT(1)) v 2 3y
=1 <1 <1
gain(OpPT(I)) — 7y * gain(OpPT(I)) — v — Tz 2y — Tz 4y’

wobei wir fiir die erste Ungleichung benutzt haben, dass gain(OpT(I)) > 1/2 ist.
Nehmen wir also jetzt an, dass 1 — vy < gain(OpT(/)) < 1 ist.

o Betrachten wir zunéchst die leichten Objekte. Sei

k
i=1

der Platz im Rucksack, der bei der von OPT berechneten Losung fiir leichte Objekte
tibrig ist (siehe Abbildung 18).
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T g+y—ky?

Abbildung 18.

AUG kennt g nicht, aber er ist in der Lage, eine Naherung
k
g =1=-> (Ti+1)y
i=1

zu berechnen.
Es gilt
9-7<4d <y
und wir wissen, dass sowohl AuG und OPT alle leichten Objekte zur Verfiigung haben.

Sei nun [, die Instanz I eingeschrénkt auf einen Rucksack der Grosse g und lediglich
leichte Objekte. Sei ferner OPT(I,) eine fixe optimale Losung fiir /,. Analog definieren
wir Iy und OpPT(Iy).

OPT hat einen Gewinn von gain(OpT(/,)) < g auf I,.

Da AUG eine Greedy-Strategie auf I, realisiert, ist er nach Satz 5.3 entweder optimal
oder er erzielt einen Gewinn, der mindestens

g =7 2> g—2y > gain(Or1(l,)) — 2y
ist.

Mit diesen Uberlegungen folgt schliesslich, dass der kompetitive Faktor von AUG
hochstens
gain(OpT(1)) < gain(OPT(I))
NI wi g = T i tg—2y
gain(OpT(]))
T Yimtg—3y
< gain(OpT(I))
— YF x4 gain(OPT(1,)) — 3y
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Kompetitiver Faktor ¢ und
Anzahl an Advice-Bits b
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_ gain(OpT(]))
gain(OpT(I)) — 3y
37

1 —4~y

<1+

ist.

Jetzt schatzen wir noch die Anzahl der verwendeten Advice-Bits ab.

Ein Advice-Bit gibt zunéchst an, ob gain(OpT(/)) < 1/2 oder nicht.

Offensichtlich gibt es hochstens k verschiedene T;s (so viele wie es schwere Objekte in
der von OPT berechneten Losung gibt).

Jeder dieser Werte ist hochstens 1/~2.
Um alle Z;s auf das Advice-Band zu schreiben, werden also
1 1 1
b 1| = [ |
SN R B
Bits benotigt.

Um den Advice zu dekodieren, muss AUG den Wert k kennen. Dies wird wieder
selbstbeschrankt mit 2[log, k] < 2[log,[1/~]] Advice-Bits getan.

Eine obere Schranke fiir die Lange der bindren Kodierung der Z;s kann von AUG ohne
weitere Information berechnet werden.

Insgesamt konnen wir die Anzahl der benotigten Advice-Bits also mit

e o]

abschétzen. 0

Die Anzahl an benotigten Advice-Bits ist monoton fallend in v, wahrend der erreichte
kompetitive Faktor mit « steigt (siehe Abbildung 19).
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5.7 Verwendete und weiterfithrende Literatur

Die Entscheidungsversion des Rucksack-Problems ist unter Richard Karps 21 N'P-vollstén-
digen Problemen [23]. Fiir das Optimierungsproblem existiert ein pseudo-polynomieller
Algorithmus, der auf dynamischer Programmierung basiert. Ibarra und Kim [19] benutzten
diesen Ansatz, um ein FPTAS zu konstruieren. Somit ist die Offline-Version des Problems
unter den einfacheren N'P-schweren Optimierungsproblemen.

Die untere Schranke fiir deterministische Online-Algorithmen stammt von Marchetti-
Spaccamela und Vercellis [31], die die Online-Version als erstes untersuchten. Die hier
prasentierten Ergebnisse iiber Randomisierung und die Advice-Komplexitédt des Problems
stammen von Bockenhauer et al. [5,6]. In dieser Arbeit wurde auch das allgemeine Rucksack-
Problem untersucht, bei dem die Objekte Gewichte und Werte haben, die sich unterscheiden.
Auch hier lasst sich ein Online-Algorithmus mit Advice konstruieren, der O(logn) Advice-
Bits benutzt und (1 + ¢)-kompetitiv ist, fiir jedes € > 0; jedoch gilt dies nur, wenn die
Werte und Gewichte mit polynomiellem Platz dargestellt werden kénnen.

Die Idee der Resource-Augmentation stammt von Kalyanasundaram und Pruhs [21];
seit ihrer Einfithrung wurde sie fiir eine Vielzahl von Online-Problemen angewandt. Fiir
Varianten des Rucksack-Problems wurde Resource-Augmentation beispielsweise von Han
und Makino [15] und Iwama und Zhang [20], von denen auch die untere Schranken fur
deterministische Online-Algorithmen stammt, verwendet. Die hier présentierten Resultate
fir Resource-Augmentation mit Advice gehen ebenfalls auf Bockenhauer et al. [5,6] zuriick.
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6 Advice und Randomisierung

In diesem Kapitel wollen wir uns dem Zusammenhang zwischen Advice- und Zufallsbits
widmen. Fassen wir zunéchst kurz zusammen, was wir bislang gelernt haben (siehe Beob-
achtung 4.1).

o Existiert fiir ein Online-Problem II ein randomisierter Online-Algorithmus, der mit b
Zufallsbits einen erwarteten kompetitiven Faktor von c¢ erreicht, so existiert auch ein
Online-Algorithmus mit Advice, der c-kompetitiv ist und b Advice-Bits benutzt.

o Existiert auf der anderen Seite kein Online-Algorithmus mit Advice fur II, der
c-kompetitiv ist, so existiert auch kein randomisierter Online-Algorithmus, der c-
kompetitiv im Erwartungswert ist und b Zufallsbits braucht.

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass dazwischen vieles offen ist. Fiir das Rucksack-
Problem ist ein Zufallsbit so méchtig wie ein Advice-Bit, aber weitere Zufallsbits helfen dann
nicht, wahrend beispielsweise eine lineare Anzahl an Advice-Bits erlaubt, einen optimalen
Online-Algorithmus mit Advice anzugeben.

Generell erscheint uns der Advice viel méachtiger als zuféllige Entscheidungen. Deswegen
dréangt sich die Frage auf, ob wir nicht Bits sparen kénnen, wenn diese von einem Orakel
anstatt von einem Zufallsgenerator stammen. Der folgende Satz zeigt, dass dies fiir Online-
Minimierungsprobleme in gewissen Schranken tatséchlich der Fall ist. Genauer zeigen wir,
dass wir, wenn wir einen randomisierten Online-Algorithmus RAND gegeben haben, beliebig
nahe an den von ihm erreichten kompetitiven Faktor herankommen, indem wir eine Anzahl
von Advice-Bits benutzen, die nicht von der Anzahl der von RAND benutzten Zufallsbits
abhéngt; allerdings miissen wir hierfiir die Anzahl der méoglichen Eingaben fiir jede gegebene
Eingabelédnge einschrinken. Wir konnen den folgenden Satz dann benutzen, um untere
Schranken fiir randomisierte Online-Algorithmen zu zeigen.

Satz 6.1. Sei Il ein Online-Minimierungsproblem, fir das m(n) verschiedene Eingaben
mit einer Fingabeldnge von n existieren. Ausserdem existiere fiir I1 ein randomisierter
Online-Algorithmus RAND mit einem erwarteten kompetitiven Faktor von c. Dann kénnen
wir einen Online-Algorithmus ALG mit Advice fir I konstruieren, der ((1+ &)c)-kompetitiv
ist, fir jedes € > 0, und der hdchstens

Advice-Bits bendtigt.

Beweis. Wir nehmen an, der betrachtete Online-Algorithmus RAND benutzt b(n) Zufallsbits
fir Eingaben der Lénge n; wie wir wissen (siehe Beobachtung 1.10), bedeutet dies, dass RAND
uniform zuféllig einen deterministischen Online-Algorithmus aus einer Menge strat(RAND) =
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{A1, ..., Apm } wahlt. Wir konstruieren jetzt wieder eine Matrix 7" wie in Kapitel 1.6.

A Ay Az

L Ci11 Ci12 C1.3

I, C21 Co22 C23
I3 C31 C32 C33

Der Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte gibt also wieder an, wie der kompetitive
Faktor des Online-Algorithmus A; auf der Eingabe I; ist. Unsere Idee ist jetzt zu zeigen,
dass wir geschickt ein paar Spalten auswahlen konnen, sodass der kompetitive Faktor der
entsprechenden Online-Algorithmen fiir moglichst viele der Eingaben niedrig ist. Diese
Algorithmen fassen wir in einer Menge S zusammen und als Advice wird ALG der Index
des zu benutzenden Algorithmus fiir die aktuelle Eingabe gegeben.

e Da der erwartete kompetitive Faktor von RAND hochstens c ist, gilt fiir eine fixe Zeile
(und somit Eingabe) i nach Definition

E[cost(RAND(Z;))]
cost(OPT([;))
Y st - cost(4,(1))

cost(OPT(I-))

1 27 cost(A;(L)
—2b(m) Jz:l cost(OPT([z))
1 2b(n)

= g 2 G
7j=1

Damit folgt fiir die Summe aller Eintrage in einer Zeile

1 9b(n) 2b(n)
chgc(:) Zcugc 2b(n)
7=1

o Also ist die Summe aller Eintrége in T héchstens

n) 2b(n) m(
Z ;< Z ¢ 260 < e 26 L(n)

i=1 j=1

« Da es 2™ Spalten in T gibt, existiert eine Spalte (Online-Algorithmus) j/, sodass

m(n)
Z ¢y < c-m(n)
i—1

ist.
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Den Algorithmus A, nehmen wir in die Menge & auf und er wird verwendet fiir jede Instanz
[i7 fur die

cost(A; (1))

— < .
cost(OPT(I;)) G S (14¢) -

gilt. Ein Beispiel ist in Abbildung 20 dargestellt. Sei s die Anzahl dieser Instanzen. Nun
interessiert uns natiirlich, wie gross s ist. Offensichtlich ist der kompetitive Faktor von A,/
auf m(n) — s Instanzen grosser als (1+¢)c. In der Summe ergibt dies fir die entsprechenden
Zeilen (m(n) — s)(1 + ¢)c und es gilt
m(n)
(m(n) —s)(L1+e)e< D ey

=1

Aus diesen Uberlegungen folgt

(m(n) —s)(14+¢e)e<m(n)-c < s> -m(n) .

€

1+¢
Mit anderen Worten konnen wir den Online-Algorithmus A, fiir einen Anteil von €/(1 + ¢)
aller Eingaben verwenden, da wir wissen, dass sein kompetitiver Faktor auf dieser Anzahl
nicht grosser ist als (1 + ¢)c.

Nachdem A; der Menge S hinzugefiigt wurde, 16schen wir die Spalte j' und alle Zeilen,
die mit Eingaben korrespondieren, auf denen A; einen ausreichend kleinen kompetitiven
Faktor erreicht, aus 7. Ubrig bleiben also hichstens

(1_ 1i€)-m(n)— (1—1%5).”1(”)

Zeilen, fiir die wir noch einen guten Algorithmus finden miissen. Fiir jede dieser Zeilen war
der entfernte Eintrag in Spalte j’ grosser als ¢. Somit ist nach dem Entfernen dieser Spalte
der Durchschnitt aller Eintrége jeder tibrig gebliebenen Zeile weiterhin nicht grosser als c.
Wir konnen also das soeben gezeigte Vorgehen mit den verbliebenen

<1i5>m(n)

Zeilen wiederholen und erneut einen Algorithmus A;» finden, der einen Anteil von

€
1+e¢

von den entsprechenden Instanzen mit einem geniigend kleinen kompetitiven Faktor bear-
beitet.

Wir schétzen jetzt ab, wie oft wir dieses Vorgehen wiederholen miissen bis fiir jede
Eingabe ein Algorithmus gefunden ist. Konkret wollen wir die natiirliche Zahl r finden,
sodass
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Ay Ay A3 Ay As Ag Ay As & Ay As Ay As Ag A7 As &
L|b 4 4 2 3 1 4 1 3 Ii|5 4 2 3 1 4 1 286
L3 1 1 3 5 5 2 4 3 I,

Is)4 6 4 1 2 4 1 2 3 Is] 4 4 1 2 4 1 2 2538
Iy)1 1.5 5 4 2 3 3 3 1y
Is)2 2 4 2 5 2 2 5 3 I
Iety1 5 1 8 1 2 4 2 3 Ig| 1 1 8 1 2 4 2 272
;)2 1 4 1 4 3 5 4 3 I;
Ig)1 3 1 7 2 2 3 5 3 Ig
Iyj) 3 3 6 2 1 4 1 4 3 Iy

Abbildung 20.

ist. Wir erhalten

(7+2) < mzm = (142 >mln) < r>log.(m(n))

was bedeutet, dass wir nicht mehr als

oo,

log,(1 + ¢€)

Wiederholungen beziehungsweise deterministische Algorithmen aus strat(RAND) benétigen.

Das gibt uns sofort eine obere Schranke fiir die Kardinalitat von S.
Jetzt schitzen wir die nétigen Advice-Bits ab.

o Zunéchst muss ALG die konkrete Eingabelange kommuniziert werden. Dies passiert
selbstbeschrankt, wie es in Kapitel 5 vorgestellt wurde, und benotigt somit maximal

2[log, [logy n]] + [log, 1]
Advice-Bits.

o Hieraus erstellt ALG dann die Matrix 7" durch Simulation des randomisierten Online-

Algorithmus RAND auf jeder méglichen Eingabe. Nach obigem Vorgehen konstruiert
ALG die Menge S von deterministischen Online-Algorithmen; die Algorithmen werden
schliesslich nach einer festen Ordnung durchnummeriert. Mit weiteren

o e )|

Advice-Bits wird schliesslich einer dieser Algorithmen ausgewahlt.

Es folgt, dass der kompetitive Faktor von ALG auf jeder Instanz hochstens c ist.

O

Beachten Sie, dass der Online-Algorithmus ALG mit Advice nicht in Polynomzeit l&uft,
wenn m(n) oder b(n) gross beziiglich der Eingabeldnge sind, da ALG die gesamte Matrix T

berechnen muss.
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6.1 Grenzen des Ansatzes

Der in Satz 6.1 konstruierte Online-Algorithmus mit Advice ist schlechter als der urspriingli-
che randomisierte Online-Algorithmus, auch wenn die Differenz ihrer kompetitiven Faktoren
sehr klein ist. Wir fragen jetzt, ob es moglich ist, das Resultat zu verbessern und einen
Online-Algorithmus zu konstruieren, der denselben kompetitiven Faktor erreicht wie der
gegebene randomisierte Online-Algorithmus.

Die Antwort féllt negativ aus. Wir konnen wieder ein Online-Minimierungsproblem
konstruieren, fiir das Advice-Bits und Zufallsbits in gewissem Sinne gleichméchtig sind.

o Die Eingabe [ = (z1,...,z,) beginnt mit einer Anfrage z; = 0.

o Alle weiteren Anfragen sind Bits, also z; € {0, 1}, 2 < i < n; ferner miissen auch Bits
als Antworten gegeben werden, also y; € {0,1}, 1 <i<n—1.

e Wenn y; = x;41 fiir alle ¢, 1 <7 < n — 1, gilt, sind die Gesamtkosten der berechneten
Losung 1, sonst 2.

» FEin optimaler Algorithmus zahlt also 1 und jede weitere Losung 2.

o Offensichtlich wéhlt ein bester randomisierter Online-Algorithmus jede Antwort so,
dass er mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/2 jeweils 0 oder 1 ausgibt.

o Dieser Algorithmus benutzt n — 1 Zufallsbits und sein erwarteter kompetitiver Faktor
ist nicht grosser als

T 24 gyl 1

1 on—1 :

o Auf der anderen Seite ist jeder deterministische Online-Algorithmus mit Advice, der
weniger als n — 1 Advice-Bits benutzt, offensichtlich bestenfalls 2-kompetitiv.

Es existieren also Probleme, fiir die ein Online-Algorithmus mit Advice, um nicht schlechter
zu sein als ein gegebener randomisierter Online-Algorithmus, ebenso viele Advice-Bits
braucht wie dieser Zufallsbits.

6.2 Eine Anwendung fiir k-Server

In Kapitel 3 haben wir die k-Server-Vermutung fiir randomisierte Online-Algorithmen
vorgestellt, die aussagt, dass es einen im Erwartungswert O(log k)-kompetitiven randomi-
sierten Online-Algorithmus fiir dieses Problem gibt. Der folgende Satz zeigt, wie wir die
Advice-Komplexitéat als Technik verwenden koénnten, um diese Vermutung zu widerlegen.

Satz 6.2. Wenn jeder Online-Algorithmus mit Advice fir k-Server mindestens w(logn)
Advice-Bits benotigt, um O(logk)-kompetitiv zu sein, gilt die randomisierte k-Server-
Vermutung nicht.
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Beweis. Wir betrachten nur Eingaben, bei denen wir die Grosse des metrischen Raums M
nach oben durch 2" beschranken, wobei n die Lange der Eingabe ist. Sei m(n) wieder die
Anzahl an Eingaben der Lange n. In jedem Zeitschritt wird ein Punkt angefragt, somit ist

m(n) = (2")".

Existiert ein randomisierter Online-Algorithmus RAND, der auf allen betrachteten Eingaben
O(log k)-kompetitiv ist, so gilt nach Satz 6.1, dass auch ein O(log k)-kompetitiver Online-
Algorithmus mit Advice existiert, der hchstens

10?32((2n)n)

[logy ] + 2[log, [log, n]] + log, < Logg(l +¢)

J + 1) € O(logn)
Advice-Bits benotigt.

Konnen wir also zeigen, dass jeder Online-Algorithmus mit Advice asymptotisch mehr
Advice benétigt, ist dies ein Widerspruch zur Existenz von RAND. O

6.3 Verwendete und weiterfithrende Literatur

Satz 6.2 wurde von Béckenhauer et al. [7] bewiesen. Bianchi et al. [3] verwendeten ihn
anschliessend, um eine untere Schranke fiir den kompetitiven Faktor fiir randomisierte
Online-Algorithmen fiir Online-L(1, 2)-Farbung auf Pfaden und Kreisen zu zeigen.

Ein weiterer Schritt ist, Randomisierung und Advice zu verbinden. Emek et al. [13]
haben untere Schranken fiir randomisierte Online-Algorithmen mit Advice fiir metrische
Task-Systeme vorgestellt. Bockenhauer et al. [4] haben ferner solche Algorithmen fiir
das sogenannte Boxen-Problem entworfen. Weiterfithrende Uberlegungen zum Verhéltnis
zwischen Advice und Randomisierung werden von Komm [24] und Komm und Kralovi¢
[26] gegeben. In diesen Arbeiten wird ein Barely-Random-Algorithmus fiir das Job-Shop-
Scheduling-Problem mit zwei Jobs mit Einheitsgrosse [8, 18] vorgestellt.
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