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1 Alignment-Verfahren

Fiir einen Uberblick iiber die Alignment-Algorithmen zur Bestimmung der Ahnlichkeit von
Biomolekiilen sieche die Vortragsfolien. Eine ausfiihrliche Darstellung findet sich auch im
Buch ,,Algorithmische Grundlagen der Bioinformatik® von Béckenhauer und Bongartz [1].

2 Phylogenetische Baume

Das Ziel in diesem Abschnitt ist es, einen kleinen Einblick in die Modellierung der Ver-
wandtschaftsbeziehungen zwischen verschiedenen biologischen Arten zu geben und fiir eines
dieser Modelle einen Algorithmus zur Berechnung eines Stammbaums vorzustellen. Eine
ausfihrlichere Diskussion findet sich zum Beispiel in Kapitel 11 des Buchs ,, Algorithmische
Grundlagen der Bioinformatik* von Béckenhauer und Bongartz [1].

Wir wollen also fiir eine gegebene Menge heute lebender biologischer Arten einen
Stammbaum finden, der die evolutiondre Entwicklung mdoglichst gut wiedergibt. Ein solcher
sogenannter phylogenetischer Baum ist schematisch in Abbildung 1 gezeigt.
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Abbildung 1. Schema eines Stammbaums

Als Eingabe kénnen verschiedene Arten von Wissen iiber die einzelnen Arten dienen:

e Distanzen zwischen den einzelnen Arten, zum Beispiel die Edit-Distanz der Genome
oder einzelner Gene,

e phénotypische Merkmale der Arten, also dusserlich erkennbare Abweichungen der
Form, der Farbe, der Grosse etc.,



Abbildung 2. Ein Distanzgraph

e genotypische Merkmale, zum Beispiel das Vorhandensein einzelner Gene, Genexpres-
sionsdaten etc.

Gesucht ist nun eine Einordnung der Arten in einen phylogenetischen Baum, so dass die
Entfernung zwischen je zwei Arten in dem Baum die Distanzen bzw. die Ubereinstimmung
der Merkmale wiederspiegelt. Hierfiir sind eine Fiille verschiedener Modelle und Algorithmen
untersucht worden. Wir wollen hier ein einfaches Modell ndher untersuchen, bei dem wir
folgende Zusatzannahmen treffen:

e Alle in dem Baum vorkommenden Arten, also auch die bereits ausgestorbenen Vor-
fahren bis hin zum gemeinsamen Vorfahren aller gegebenen heute lebenden Arten,
sind bekannt.

e Fiir je zwei Arten ist der exakte Wert eines gegebenen Distanzmasses dist bekannt.

e Es gab wihrend der Evolution in diesem Stammbaum keine ,Riickwartsentwicklungen;’

das heisst fiir je drei Arten x, y und z in einer Abstammungslinie (x ist Vorfahr von
y und y ist Vorfahr von z) gilt, dass

dist(z,y) + dist(y, z) = dist(z, z).
In diesem Fall sprechen wir von einem additiven Stammbaum.

Um aus den gegebenen Distanzen einen passenden Stammbaum zu bestimmen, stellen
wir die Distanzen zunéchst in einem Distanzgraphen dar. Die Knoten dieses vollstandigen
Graphen stellen die Arten dar, die Kantengewichte entsprechen den gegebenen Distanzen,
siehe Abbildung 2 fiir ein Beispiel.

Jeder mogliche Stammbaum fiir die gegebenen Arten ist ein Baum, der alle Knoten des
Distanzgraphen enthélt, also ein sogenannter Spannbaum des Distanzgraphen. Um jetzt den
Stammbaum zu finden, der am besten zu den gegebenen Distanzen passt, suchen wir einen
Spannbaum des Distanzgraphen, in dem die Summe der Kantengewichte minimal wird.

Satz 1. Wegen der Additivitdtsbedingung an die Distanzen ist dieser minimale Spannbaum
eindeutig bestimmt.



Beweis. Nehmen wir an, dass es in dem Distanzgraphen zwei verschiedene minimale Spann-
baume T und T’ gibt. Wir versuchen, diese Annahme zu einem Widerspruch zu fiihren,
damit haben wir dann die Eindeutigkeit gezeigt.

Sei e eine Kante in T” zwischen zwei Knoten x und y, die nicht in T vorkommt. Seien Sy
und S5 die beiden Teilbaume, die entstehen, wenn man die Kante e aus 7" entfernt, sei x
in S1 und y in Sy. Weil auch T ein Spannbaum ist, gibt es in T" einen Pfad P von z nach y.
Wegen der Additivitdt der Distanzen sind alle Kanten auf dem Pfad P billiger als die Kante
e. Wenn wir also aus 7" die Kante e entfernen und dafiir eine Kante e’ aus P hinzufiigen,
erhalten wir einen Spannbaum, der billiger als T” ist. Dies ist ein Widerspruch zu unserer
Annahme, dass 7" ein minimaler Spannbaum ist. Somit muss unsere Annahme falsch sein,
es gibt also keine zwei verschiedenen minimalen Spannbdume in einem Distanzgraphen. [

Wir stellen jetzt einen Algorithmus vor, der diesen eindeutigen Spannbaum findet.

Eingabe: Ein Distanzgraph zu einer Menge von Arten.

Schritt 1: Starte mit beliebigem Knoten =x.

Schritt 2: Sind alle Knoten im Spannbaum enthalten?

Schritt 3: Falls ja, gib den berechneten Spannbaum aus.

Schritt 4: Sonst flige zu dem bereits berechneten Spannbaum die
(eindeutig bestimmte) billigste Kante hinzu, die ihn mit einem noch
nicht enthaltenen Knoten verbindet und gehe zuriick zu Schritt 2.

Ende

Dieser Algorithmus wird nach seinem Erfinder Algorithmus von Prim genannt. Eine
Ausfithrung auf dem Distanzgraphen aus Abbildung 2 ist in Abbildung 3 gezeigt. Wir
konnen diese Ausfiihrung wie folgt beschreiben:

(a) Im ersten Schritt wird der Knoten x = A gewéhlt. Die billigste Kante von x aus ist
die Kante {A, B}.

(b) Da diese Kante noch kein vollstdndiger Spannbaum ist, wird nun die billigste Kante
von einem der beiden Knoten A und B zu einem noch nicht verbundenen Knoten
(also C, D oder E) gesucht. Dies ist die Kante {B,C}.

(c) Die billigste Kante, die dann A, B oder C mit einem der noch nicht verbundenen
Knoten D oder E verbindet, ist die Kante {C, D}.

(d) Mit der Kante {C, E'}, die den noch nicht verbundenen Knoten E an den bisher
berechneten Spannbaum anschliesst, ist der Spannbaum jetzt vollstandig.

Dieser Algorithmus ist korrekt, weil man die folgende Beobachtung beweisen kann.

Satz 2. Sei G ein Graph mit Knotenmenge V, sei V.= Uy U Us eine Aufteilung der
Knoten in zwei disjunkte Teilmengen. Weiter seien uy € Uy und ug € Uy zwei Knoten, so
dass {ui,us} die billigste Kante zwischen Uy und Uy ist. Dann gibt es einen minimalen
Spannbaum, der {ui,us} enthdlt.

Beweis. Wir nehmen an, dass kein minimaler Spannbaum die Kante e = {u;, us} enthilt
und fiithren diese Annahme zu einem Widerspruch. Sei T' eine minimaler Spannbaum. Wenn
wir e zu 1" hinzufiigen, dann entsteht ein Kreis. Der Pfad P von w; nach us in T enthalt
eine Kante {x,y}, die von U; nach U; fiihrt (gegebenenfalls kann es auch mehrere solche
Kanten geben), siehe auch Abbildung 4.



Abbildung 3. Ein Beispiel fiir die Ausfiihrung des Algorithmus von Prim auf dem Distanzgraphen
aus Abbildung 2

Ul UQ
T P Y
o
Uy U2

(&

Abbildung 4. Jeder minimale Spannbaum enthélt die billigste Kante von U; nach Us.



Weil {u1,us} die billigste Kante zwischen Uy und Us ist, ist {x,y} mindestens so teuer
wie {u1,ue}, damit ist der Spannbaum, der entsteht, wenn man in 7' die Kante {z,y}
16scht und die Kante {u1,us} einfiigt, auch ein minimaler Spannbaum im Widerspruch zu
unserer Annahme. Also ist die Annahme falsch und es gibt einen minimalen Spannbaum,
der {u1,us} enthalt. O
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