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Simulacién de Sistemas Continuos y a Tramos

Métodos de Integracion Numérica en un Paso

L Introduccién

Andlisis del Error por Truncamiento

Queremos hacer un andlisis del error por truncamiento del método explicito ya
encontrado antes con una prediccién FE y con una sola correccién BE:

prediccién:  x, = f(xx, tk)

P _ -
X1 = Xk + h - xg
s L .P . P
correccién: X, = F(xq, thy1)
X1 = Xkt oheX,

Obtenemos:
X1 = Xk + h - f(xi + h - fi, ti + h)

Queremos desarrollar la expresién no lineal en una serie de Taylor multidimensional:
of(x, y) of(x,y)

A ST SN
X+ oy y

f(x+Ax,y +Ay) = f(x,y) +
Entonces:

Of (xk, t, Of (xk, t
RO+ s b ) o, 1) + 2ot (g 4 X)L
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L Introduccién

Andlisis del Error por Truncamiento Il

Se obtiene la aproximacién:

af(xk7 tk) 8f(xk7 tk)

ot

e+ )

Xir1 A X+ b F(xi, t) + b2 (

Queremos comparar esa aproximacién con la serie de Taylor truncado después del

término cuadrado: )

h .
Xk+1 N Xk + h- f(Xk, tk) + ? . f(Xk7 tk)

donde: Py o ) o
o g = SR = S G S
) dxy
o k= fi
Entonces:

xpc(k+1) & xic+ h- f(xie, te) + b - F(xic, 1)
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L Introduccién

El Algoritmo de Heun

Comparando las dos aproximaciones de FE y de PC:

xpe(k + 1) ~ xi + h - f(xx, ti)
ch(k + 1) ~xx+ h- f(Xk7 fk) + h - f(xb tk)

puede verse que esas dos aproximaciones pueden combinarse facilmente con la tarea
de obtener una aproximacién de segundo orden:

x(k+1) =05 (xpc(k + 1) + xpe(k + 1))

es decir:

predicciéon:  xx = f(xk, tx)
XE+1 = Xk + th

correccién: )'(}(F:'+1 f(xLl, tki1) .
X1 = Xk + 0.5~ (ke + X )

Ese método se llama el algoritmo de Heun.
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Métodos Runge Kutta Explicitos de Segundo Orden

Podemos investigar si es posible combinar mas de dos aproximaciones diferentes con la
tarea de obtener algoritmos de érdenes mas altos.

Empezamos con una sola correcién como antes, pero esta vez parametrizada:

prediccidn:

X = f(xk, tk)
xP = x + h-Bi1-*

correccién:  xP = f(xP,t, + a1 - h)
Xg1 = X + h-(Bar- % + B %P)

Desarrollando en una serie de Taylor como antes se obtiene:
h? 0 of,
Xy =%k + h-(Bo1 + Bo2) - fic + 7‘[2'ﬂ11'ﬁ22'87:'fk + 2 a1 B 8:]
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Métodos Runge Kutta Explicitos de Segundo Orden Il

Esta aproximacién:

h? of 15}
C k k
= h- -, — . [2. . L ] 2. s - L2k
X1 =Xk + (P21 + Bo2) - fk + > [2-B11- B2 ox Tk + 2-a1-f» ot ]
puede compararse con la expansién de Taylor cortado después del término de segundo
orden: 5
h Of Of
Xkl A Xk + ko [8x K+ at]

De esa forma obtenemos condiciones generales que nos garantizan algoritmos de
segundo orden.

Bor+ B2 =1
2-01- P2 =1
2P P =1



Simulacién de Sistemas Continuos y
Métodos de Integracion Numérica en un Paso

L Los Algoritmos Runge Kutta

Métodos Runge Kutta Explicitos de Segundo Orden Il

Es cierto que el algoritmo de Heun con:

o G) . B= <0?5 oc.)s>

satisface las tres ecuaciones no lineales en cuatro incégnitas. a es el tiempo relativo
de la correccién que siempre debe ser 1 (al final del paso debemos llegar a t* + h).

A veces, los métodos Runge Kutta también se especifican usando una tabla de
Butcher:

0 o
1 0
12 1/2

donde la primera fila representa la evaluacién de la diferenciacién en el tiempo tx, la
segunda fila denota la prediccién, es decir la primera etapa del algoritmo, mientras la
tltima fila indica la correccién, es decir la aproximacién del valor del vector de
variables del estado en el tiempo t* 4+ h. La columna a la izquierda marca los instantes
en el tiempo de cada etapa mientras las demas columnas dan los valores de los
pardmetros de cada etapa.



Simulacién de Sistemas Continuos y a

Métodos de Integracion Numérica en un Paso

L Los Algoritmos Runge Kutta

La Regla Expicita del Punto Medio

Otro algoritmo que satisface las tres ecuaciones es caracterizado por:

= (¥) = (5 )

es decir por la tabla de Butcher:

Ese algoritmo se llama la regla expicita del punto medio.

El algoritmo puede implementarse de la manera siguiente:

prediccién:  x¢ = f(x, tx)
P h o
X = x 2%
ktd k T 2%

s 4P P

correccién: X = f(x t
k+% ( k+%7 k+%)
C — <P
X1 = x + h-xk+%

Este método es un poco mas econémico que el algoritmo de Heun, porque su tabla de

Butcher contiene un cero mis.
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L Los Algoritmos Runge Kutta

La Familia de los Métodos Runge Kutta Explicitos

Si permitimos mds predicciones (etapas), pueden obtenerse métodos de Srdenes mas
altos:

etapa O: xPo = f(x, t)
etapa j: i = X + h‘zllle Bji - XPi-1
xPi = f(xPi, tx + ;- h)

dltima etapa:  Xk41 = Xk + h- Zle Be; - xPi-1

El mas conocido de esa clase de algoritmos es un método Runge Kutta explicito de

cuarto orden (RK4) caracterizado por:

1/2 /2 0 0 0
12, | o 12 0o o
a=|"718=]9 0 1 0

1 1/6 1/3 1/3 1/6
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L Los Algoritmos Runge Kutta

El Algoritmo RK4

Entonces:
0 0 0 0 0
1/2 | 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0
x | 1/6 1/3 1/3 1/6

El algoritmo RK4 puede implementarse de la forma siguiente:

etapa 0: x = f(xg, tk)
etapa 1: xP1 = Xk + g»ik
xP1 = f(xP1
X = f(x ’tk+%)
etapa 2: P2 = Xk + g~xpl
P P
x2 = f(x Z’tk+%)
etapa 3: xP3 = xg + h xP2
$P3 = F(xP3, t0q)
etapa 4 w1 = x + Lo + 2-5P1 + 2.5P2 4 5P

Se trata de un algoritmo explicito en un paso de cuarto orden en cuatro-etapas.
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La Historia de los Métodos Runge Kutta Explicitos

Encontrado por | Afio | Orden | Etapas
Euler 1768 1 1
Runge 1895 4 4
Heun 1900 2 2
Kutta 1901 5 6
Huta 1956 6 8
Shanks 1966 7 9
Curtis 1970 8 11

Table: Historia de los métodos Runge Kutta explicitos
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Dominios de la Estabilidad Numérica de Algoritmos RK

Empezamos aplicando el algoritmo de Heun a un sistema lineal:

prediccion: %X, = A - xg
P _ .
X1 = X+ h - xg
eGP P
correccién: Xy .y = A-xp g

Xgip = Xk + 0.5-h- (ki +XF, ;)

Es decir:

xe1 =" +A ht

Y
(A2h) ] %

Entonces:
F=I1" 1A ht

(A h)?
2
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Dominios de la Estabilidad Numérica de Algoritmos RK ||

Los algoritmos tienen que aproximar la solucion analitica:
(A-h) L (A-h)° h)?
2! 3!

hasta el término correspondiente al orden de la aproximacién del método.

F=exp(A-h) =14 A phy "L +...

Dominios de Estabilidad de FRK

Im{X - h}

Ji{e{k - h}

Figure: Dominios de estabilidad numérica de algoritmos RK explicitos
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Sistemas Rigidos

» Llamamos a un sistema lineal rigido si es estable y tiene autovalores muy
separados en términos de sus partes reales.
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Sistemas Rigidos

» Llamamos a un sistema lineal rigido si es estable y tiene autovalores muy
separados en términos de sus partes reales.

P Sistemas no lineales se llaman rigidos si son estables y tienen un
comportamiento con modos rapidos y modos lentos. La linealizacién de esos
sistemas produce sistemas lineales rigidos.
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Sistemas Rigidos

» Llamamos a un sistema lineal rigido si es estable y tiene autovalores muy
separados en términos de sus partes reales.

P Sistemas no lineales se llaman rigidos si son estables y tienen un
comportamiento con modos rapidos y modos lentos. La linealizacién de esos
sistemas produce sistemas lineales rigidos.

P Estos sistemas no pueden simularse eficientemente usando ningtin algoritmo RK
explicito porque se necesitarian pasos muy pequeiios en el tiempo para llevar los
autovalores (del sistema mismo o de su linealizacién) localizados muy a la

izquierda del plano complejo dentro del dominio de la estabilidad
numérica.
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Sistemas Rigidos

» Llamamos a un sistema lineal rigido si es estable y tiene autovalores muy
separados en términos de sus partes reales.

P Sistemas no lineales se llaman rigidos si son estables y tienen un
comportamiento con modos rapidos y modos lentos. La linealizacién de esos
sistemas produce sistemas lineales rigidos.

P Estos sistemas no pueden simularse eficientemente usando ningtin algoritmo RK
explicito porque se necesitarian pasos muy pequeiios en el tiempo para llevar los
autovalores (del sistema mismo o de su linealizacién) localizados muy a la

izquierda del plano complejo dentro del dominio de la estabilidad
numérica.

» De hecho es un problema con todos los algoritmos de integracién numérica
explicitos.
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L sistemas

Sistemas Rigidos

» Llamamos a un sistema lineal rigido si es estable y tiene autovalores muy
separados en términos de sus partes reales.

P Sistemas no lineales se llaman rigidos si son estables y tienen un
comportamiento con modos rapidos y modos lentos. La linealizacién de esos
sistemas produce sistemas lineales rigidos.

P Estos sistemas no pueden simularse eficientemente usando ningtin algoritmo RK
explicito porque se necesitarian pasos muy pequeiios en el tiempo para llevar los
autovalores (del sistema mismo o de su linealizacién) localizados muy a la

izquierda del plano complejo dentro del dominio de la estabilidad
numérica.

» De hecho es un problema con todos los algoritmos de integracién numérica
explicitos.

» Para la simulacién eficiente de sistemas rigidos se necesitan algoritmos
implicitos.
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La Extrapolacién de Richardson

Una manera para obtener algoritmos de érdenes mds altos es combinar varias
aproximaciones de érdenes mas bajas.

Empezamos con un algoritmo FE, repetiendo el paso de t* hasta t* + h cuatro veces
con pasos de tamafios h, h/2, h/3y h/4.

Aplicamos ese concepto al sistema lineal:

Prk+1) = D™ 4 A-H]-x(k)

xP2k+1) = [I™4 %]2 x(k)
P3k+1) = [I™4 %13 -x(k)
Pak+1) = 4 %]4 -x(k)

Usamos ahora la correccién parametrizada:

xXC(k+1) =y -xP1(k+1) +as - xP2(k+ 1)+ a3 - xP3(k + 1) 4+ aq - xP4(k + 1)
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La Extrapolacién de Richardson Il

Entonces obtenemos:

xC(k +1) =[(o1 + ap + a3 + ag) - 1M
+(ar+oar+asz+ag) - A-h

an a3 3ag 2

22 LB L2y Ak

4 3 8 ) )

az oy 3 g 4

B (- W) S M Ay W oy

- 16)( ) 26 (A= h)"] - x¢

+(

Lo que queremos obtener es:

2 3 4
c _n (A-h3?  (A-h>  (A-h)
k+1)=]l A-h
x-(k+1)=[I'" + + 5 + 5 + o
Comparando los pardmetros obtenemos cuatro ecuaciones en cuatro incégnitas

] xk

1 1 1 1 oy 1

0 1/4 1/3 3/8 | a2 _ [ 1/2

0o 0 1/27 1/16 as | — | 1/6

0 0 0 1/256 s 1/24

Entonces:

1 4 27 32
ar=——; m=4,; ;3=——; ag=—
6 2 3
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La Extrapolacién de Richardson Il

Encontramos otra implementacién de un algoritmo RK4, pero
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LTécnicas de la Extrapolaciéon

La Extrapolacién de Richardson Il

Encontramos otra implementacién de un algoritmo RK4, pero

» No es cierto que ese algoritmo también es de cuarto orden para sistemas no
lineales
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LTécnicas de la Extrapolaciéon

La Extrapolacién de Richardson Il

Encontramos otra implementacién de un algoritmo RK4, pero

» No es cierto que ese algoritmo también es de cuarto orden para sistemas no
lineales

» No es una implementacién eficiente porque usamos 10 etapas en lugar de cuatro.
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La Extrapolacién de Richardson IV

El orden del algoritmo no seria muy importante si pudiéramos usar pasos muy
pequenos.

Podemos escribir:

2 3
m
Xe1(1) = Xir1Her-nter on ey o
donde x11 es el valor exacto pero desconocido del vector de las variables de estado en
el instante de tiempo t* + h, mientras que xx11(n) es el valor inexacto pero conocido
del mismo vector obtenido usando una integracién con pasos de la longitud 7.
Desarrollamos ese valor inexacto en una serie de Taylor alrededor del valor exacto.

Hacemos cuatro experimentos diferentes con los mismos cuatro pasos de integracién

que antes:
P1 ~ 3
x1(m) = Xk+1+91‘h+7 S
2! 3'
h e h e; h
Py 2 2 3 3
x X X1 ter -+ — () + (z
(m2) ki1 ter o o (2) 3 (2)
h e h e h
P3 2 2 3 3
x XX +e- -+ — (=) + = (2
(n3) L B (3) 3 (3)
h e e h
Py 2 2 3 3
X XX +ep-—+—- (=) + = (=
(m4) e B B (4) 3 (4)
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LTécnicas de la Extrapolaciéon

La Extrapolacién de Richardson V

Entonces:

xP1 A0 ht ? h X1
L2 (/20 (h/2)b (h/2)2 (h/2)° e

L3 T (30 (3t (h/3)7 (h/3)° ) | e2/2
xP4 (h/8)°  (h/Hr  (h/8)2  (h/a) e3/6

Invertiendo la matriz de Vandermonde obtenemos:

xP1

P2

1 27 32 x

X1~ (-5 4 -7 F)|,ps
xPa

Son los mismos parametros que obtuvimos antes.
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La Extrapolacién de Richardson V

Entonces:

xP1 A0 ht ? h X1
L2 (/20 (h/2)b (h/2)2 (h/2)° e

L3 T (30 (3t (h/3)7 (h/3)° ) | e2/2
xP4 (h/8)°  (h/Hr  (h/8)2  (h/a) e3/6

Invertiendo la matriz de Vandermonde obtenemos:

xr1~(-5 ¢ -F F)| e

Son los mismos parametros que obtuvimos antes.

Cada una de las dos derivaciones tiene sus ventajas y sus desventajas.
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La Extrapolacién de Richardson V

Entonces:
xP1 A0 ht ? h X1
20 [(h/2° (2t (h/2? (h/2)} el
L3 T (30 (3t (h/3)7 (h/3)° ) | e2/2
xP4 (h/9°  (h/Hr  (h/4)2  (h/a)® e3/6

Invertiendo la matriz de Vandermonde obtenemos:
~ 1 27 32
X1 ® (-5 4 -F %) | .

Son los mismos parametros que obtuvimos antes.

Cada una de las dos derivaciones tiene sus ventajas y sus desventajas.

» El primer método garantizé que el método que resulta es de cuarto orden (al
menos para sistemas lineales). El segundo método no nos produce ese resultado.
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La Extrapolacién de Richardson V

Entonces:
xP1 A0 ht ? h X1
20 [(h/2° (2t (h/2? (h/2)} el
L3 T (30 (3t (h/3)7 (h/3)° ) | e2/2
xP4 (h/9°  (h/Hr  (h/4)2  (h/a)® e3/6

Invertiendo la matriz de Vandermonde obtenemos:

2

X1 ~ (=5 >

Son los mismos parametros que obtuvimos antes.
Cada una de las dos derivaciones tiene sus ventajas y sus desventajas.
» El primer método garantizé que el método que resulta es de cuarto orden (al

menos para sistemas lineales). El segundo método no nos produce ese resultado.

» Por otro lado, el primer método fue derivado usando explicitamente el algoritmo
FE como método usado en los pasos internos. El segundo método no hace
ninguna suposicién. Los mismos pardmetros resultaran usando cualquier método
interno.
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LTécnicas de la Extrapolaciéon

El Método IEX4

Usando la extrapolacién de Richardson desarrollamos un algoritmo implicito de cuarto

orden:

1"# prediccién:

292 brediccién:

3" prediccién:

4%2 prediccién:

correccion:

Lo llamamos IEX4.

Xk+1

xg + h-f(ky, teir)

xw + 4 'f(kZaatk+%)

koa + 2 f(ky, tip1)

X + 4 'f(k3a!tk+%)

k3a + %‘f(k%yf“%)

kap + 4 f(ks, tis1)

% + g 'f(k4aatk+%)

kga + %'f(k4h>tk+%)

kap + %'f(k4c7fk+%)

kae + 4 f(ka, tis1)

Lkt akg —F kg + 2k



Simulacién de Sistemas Continuos y a
Métodos de Integracion Num: en un Paso

LTécnicas de la Extrapolaciéon

El Método IEX4 Il

Dibujamos el dominio de la estabilidad numérica del algoritmo IEX4:

Dominio de Estabilidad de IEX4

Im{X - h}

Re{\ - h}

Figure: El dominio de la estabilidad numérica del algoritmo IEX4
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Sistemas con Estabilidad Marginal

Si los autovalores dominantes de un sistema son complejos y se encuentran cercano al
eje imaginario, tendremos problemas con la simulacién.

Por un lado, los algoritmos explicitos necesitardn un paso muy pequefio para incluir
esos autovalores en el dominio de la estabilidad numérica del algoritmo. Por otro lado,
los algoritmos implicitos no nos produciran resultados precisos.

Lo que necesitariamos son algoritmos que contienen en su dominio de la estabilidad
numérica todo el plano complejo a la izquierda del eje imaginario y nada mas.

Llamamos algoritmos de ese tipo F-estables (fielmente estables).
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Los Métodos de Interpolacién hacia Atras

Miramos otra vez el algoritmo BE:
Xk+1 = Xk + - X1

Al algoritmos BE puede reformularse de la forma siguiente:
Xk = Xk41 — B X1

Es decir, usar el algoritmo BE con paso h es igual a usar el algoritmo FE con paso —h.

Esa idea nos ofrece una nueva manera para implementar algoritmos implicitos.
Empezamos con una estimacién del valor xi1 e integramos hacia atras con un paso
de —h, iterando sobre el valor xi usando la iteracién de Newton.

De esa manera podemos obtener algoritmos implicitos de drdenes mas altos basados
en los algoritmos FRK. Llamamos esos algoritmos BRK.
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Los Algoritmos BRK

Los algoritmos BRK de érdenes 1..4 son caracterizados por:

o= ™At
F, = [|<rn)7,¥h+%]_1

F3 = [I(")_A'h+¥_¥]fl

Fs = [|(n)7A‘h+(A.h)27(A.h)3+(A'h)4]_1

2! 3! 41
Dominios de Estabilidad de BRK

Im{X\ - h}

Re{X - h}

Figure: Dominios de la estabilidad numérica de los algoritmos BRK



Métodos de Integracion Numérica en un Paso
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Los Algoritmos BRK ||

El algoritmo BRK4 es superior al algoritmo IEX4 porque:
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LLos Métodos de Interpolacién hacia Atras

Los Algoritmos BRK ||

El algoritmo BRK4 es superior al algoritmo IEX4 porque:

P solamente necesita 4 etapas en lugar de 10,
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LLos Métodos de Interpolacién hacia Atras

Los Algoritmos BRK ||

El algoritmo BRK4 es superior al algoritmo IEX4 porque:

P solamente necesita 4 etapas en lugar de 10,

P es garantizado de preservar su orden de aproximacién también en el caso de
sistemas no lineales y
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LLos Métodos de Interpolacién hacia Atras

Los Algoritmos BRK ||

El algoritmo BRK4 es superior al algoritmo IEX4 porque:

P solamente necesita 4 etapas en lugar de 10,

P es garantizado de preservar su orden de aproximacién también en el caso de
sistemas no lineales y

» no necesita el desarrollo de software; se puede usar cualquiera implementacién
del algoritmo FRK4.
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LLos Métodos de Interpolacién hacia Atras

Los Algoritmos BI

La interpolacién hacia atrds puede implementarse también de otra forma. Para ello
desarrollamos un método ciclico que consiste en medio paso FRK (explicito) seguido

por medio paso BRK (implicito). Iteramos sobre la diferencia entre los valores X 1t
2

ho izquierdo
F(x = XdereC — X =0.0
( y 1) k % k %

usando la iteraciéon de Newton.

El algoritmo BI1 puede implementarse de la siguiente forma:

- . _ h .
17 etapa: xk+% = Xk + 35Xk
da . _ h
294 etapa:  Xxg41 = X 1+ 5 Xt

Ese algoritmo también se conoce bajo el nombre regla trapezoidal. El método puede
representarse por:

h h
Fro=0M™_A.2171.n1M 4 a. =
= S MW +A-T]

Por casualidad, la regla trapezoidal es un método de segundo orden.
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Los algoritmos Bl pueden caracterizarse por:

o hi=1 o h
Frr =" —A. =171 A -
TR =[ 2] "+ 2]
() h (A2 ) h  (A-h)?
e =1 —A. -+ — 17t A -
B2 =| PR ] M+ 2t % ]
h (A-h?  (A-h)® _,
Friz =MW _A. = — .
BI3 = > prs ]
h (A-h)?> (A-h)3
[I(")+A-—+( )+( )]
2 8 48
Fou :[I(njiA'ﬁ*»(A h)~ (A-h) +(A h) -
2 8 48 384
) h (A-h)? (A-h> (A-n)*
P 4+A- -+ + + 1
2 8 48 384

Todos los algoritmos Bl son F-estables.

El algoritmo BI2 no es muy atil porque el método TR, que es mas econémico, ya es

un algoritmo de segundo orden.
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Padé traté aproximar numéricamente funciones exponenciales. Lo hizo de la forma
siguiente:

F = exp(A-h)

h h
exp(AE) . exp(AE)

fexp(A(— )] - exp(A7)

Encontré aproximaciones polinomiales para las dos expresiones exponenciales:

F~D(p,q)""-N(p,q)

donde:
_ o~ _(pta-pta
o) = gy A
Npa) = 3o LI gy

= (p+a)t it (p—J)
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Para p = g obtenemos los algoritmos:

Fre =1 — A= 217100 a2
2 2
() h (A-h)° 1 ) h (A-h)
Fpg =™ —A. - 4 2 =t a2
pa =[ 2+ m 1 "+ T ]
h (A-n? (ARP,
Fpe =[I" —A . — — :
Po = CRRET) 20 )
h  (A-h)? (A-h)?
NS G R
2 10 120
R S0 N ST AN A
P8 2 28 84 1680
. h)2 .3 At
[I(")+Alﬁ+3(A AR (A h)]
2 28 84 1680

Los algoritmos de Padé son muy similares a los algoritmos Bl. Todos estos algoritmos
son también F-estables. Por la misma carga computacional es posible doblar el orden
de aproximacion de ese tipo de algoritmos.
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Se pudiera pensar que los algoritmos Padé son superiores a los algoritmos Bl a causa
del orden mas alto de la aproximacién que aportan con la misma carga computacional.

Desafortunadamente no es el caso. Mientras que el algoritmo Bl4 es de cuarto orden
para todos los sistemas, el algoritmo P8 es de octavo orden para sistemas lineales y de
segundo orden para sistemas no lineales.

Por eso, los algoritmos Padé no deben usarse salvo para la simulacién de sistemas
lineales.
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Algoritmos para la Simulacién de Sistemas Rigidos

Un autovalor:
A=0c+j w

produce una trayectoria con un factor de amortiguacion de —o y una frecuencia de
oscilacion de w.

Por eso, las trayectorias resultantes de autovalores localizados muy a la izquierda del
eje imaginario del plano complejo deben amortiguarse rdpidamente.
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Algoritmos para la Simulacién de Sistemas Rigidos

Un autovalor:
A=0c+j w

produce una trayectoria con un factor de amortiguacion de —o y una frecuencia de
oscilacion de w.

Por eso, las trayectorias resultantes de autovalores localizados muy a la izquierda del

eje imaginario del plano complejo deben amortiguarse rdpidamente.

» Desafortunadamente, los algoritmos F-estables no producen ese
comportamiento. Esos algoritmos tienen estabilidad marginal en todo el eje
imaginario hasta el infinito. Entonces tienen estabilidad marginal en el infinito
independientemente de la direccién de acercamiento.

» En lugar de ofrecer una amortiguacién muy grande de esos autovalores, casi no
tienen ninguna.

» Por esa razén, los algoritmos F-estables no sirven para la simulacién de
sistemas rigidos.
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Propiedades de |la Estabilidad Numérica

Los algoritmos que funcionan bien para la simulacién de sistemas rigidos deben tener
un dominio de la estabilidad numérica similar al dominio del algoritmo BE, es decir

cerrado en la parte derecha del plano complejo .
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Propiedades de |la Estabilidad Numérica

Los algoritmos que funcionan bien para la simulacién de sistemas rigidos deben tener
un dominio de la estabilidad numérica similar al dominio del algoritmo BE, es decir

cerrado en la parte derecha del plano complejo .

» Un algoritmo que contiene toda la parte izquierda del plano complejo
dentro de su dominio de estabilidad numérica se llama A-estable
(absolutamente estable).

» Los algoritmos que funcionan bien para la simulacién de sistemas rigidos deben
ser A-estables. Sin embargo, esa propiedad solamente es necesaria, pero no es
suficiente.

» Un algoritmo que es A-estable y ademas ofrece un factor de amortiguacion
infinito en el infinito se llama L-estable.

» Los algoritmos F-estables son también A-estables, pero no son L-estables.

P Se desean algoritmos L-estables para la simulacién de sistemas rigidos.
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Se pueden generar algoritmos del tipo Bl con dominios de la estabilidad numérica
similares al dominio de BE de la manera siguiente.

En lugar de efectuar el paso FRK hasta el punto medio del intervalo seguido por un
paso BRK del mismo tamafio, es posible avanzar un paso FRK de longitud ¥ - h con
¥ < 0.5 seguido por un paso BRK de la longitud (1 —¥) - h:

Fain(9) =11 — A(L — 9)a 1 - 1™ 1 Avh]

2 2
Fai2(9) :[|(“) — A( — 9)h+ W]*l . [|(“) + AOh + @]
Al —9)h)? (AL — 9)h)®
Fas(0) <10 @ — oy AL O ALy
2 3
[|(“) + AYh + M + M]
2! 3!

(A(L —9)n)? (AL —9)h)>  (A(L — 9)h)*
2 s T &
2 3 4
(A9h) N (A9 h) . (A9h)
21 3! 41

Feia(®) =0 — A(L — 9)h + L

™ 4+ avh -+

]
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Con:

obtenemos los algoritmos:

Dominios de Estabilidad de Blg 4

Re{\ - h}

Figure: Dominios de la estabilidad numérica de los algoritmos Blg 4

Todos estos algoritmos con la excepcién de Bl4g 4 son A-estables, pero ninguno entre
ellos es L-estable.
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Para obtener algoritmos L-estables es necesario que el polinomio del denominador
dea de un orden mas alto que el polinomio del numerador.

Una manera de obtener algoritmos del tipo Bl que son L-estables es usar un algoritmo
de un orden mds alto para su medio paso BRK.

Un muy buen algoritmo de ese tipo es el algoritmo Bl4/5¢ 45. Ese algoritmo empieza
con medio paso FRK4 de longitud 0.45 - h seguido por medio paso BRK5 de longitud
0.55- h.
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Conclusiones

» En esta presentacién introdujimos los algoritmos Runge Kutta que son
algoritmos en un solo paso con miiltiples evaluaciones de las ecuaciones del
estado dentro del paso.

» Existen algoritmos RK que son explicitos y otros que son implicitos.

» Hablamos de las propiedades de la estabilidad numérica de algoritmos para la
simulacién, como la F-estabilidad, la A-estabilidad y la L-estabilidad.

» Introdujimos unos algoritmos combinados que consisten de miiltiples medio
pasos FRK y/o BRK como los algoritmos de la extrapolacion de Richardson.

» Introdujimos ademas unos algoritmos ciclicos que consisten de muiiltiples medio
pasos FRK y/o BRK como los algoritmos de la interpolacién hacia atras.
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