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Un polinomio de interpolacién de orden n puede escribirse:
p(s)=ao+ a1 s+ a s?+az3sP+---+a,s”

donde s es el tiempo normalizado introducido antes.
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Un polinomio de interpolacién de orden n puede escribirse:
p(s)=ao+ a1 s+ a s?+az3sP+---+a,s”

donde s es el tiempo normalizado introducido antes.

Su derivada con respecto al tiempo t puede formularse:

h-p(s) = a1 +2ax s+ 3a3 >4 ---+na,s"t
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Un polinomio de interpolacién de orden n puede escribirse:
p(s)=ao+ a1 s+ a s?+az3sP+---+a,s”
donde s es el tiempo normalizado introducido antes.

Su derivada con respecto al tiempo t puede formularse:

h-p(s) = a1 +2ax s+ 3a3 >4 ---+na,s"t

En el caso del algoritmo BDF3 (n = 3) sabemos:

h-p(s=+1) = h-figq
p(s =0) = x
p(s=-1) = x-_1
pls=-2) = x_2
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Un polinomio de interpolacién de orden n puede escribirse:
p(s)=ao+ a1 s+ a s?+az3sP+---+a,s”

donde s es el tiempo normalizado introducido antes.

Su derivada con respecto al tiempo t puede formularse:

h-p(s) = a1 +2ax s+ 3a3 >4 ---+na,s"t

En el caso del algoritmo BDF3 (n = 3) sabemos:

h-p(s=+1) = h-figq
p(s =0) = x
p(s=-1) = x-_1
pls=-2) = x_2

Entonces:
h-fii1 = a1 +2a + 3a3
Xk = a0
Xk—1 =a —ay+a—a3

Xi_p = ag — 2a1 + 4ap — 8a3
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Es decir:
h- fii1 0 1 2 3 ao
Xk _ 1 0 0 0 a
x—1 | Tl 1 -1 1 -1 a
Xk—2 1 -2 4 —8 as
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Es decir:
h- fii1 0 1 2 3 ao
Xk _ 1 0 0 0 a
xe—1 | 1 -1 1 -1 |a
Xk—2 1 -2 4 —8 as

Podemos determinar los valores de los pardmetros y calcular:

Xep1 =p(s=+1)=ap+ a1+ a2+ a3
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Es decir:
h- fii1 0 1 2 3 ao
Xk _ 1 0 0 0 a
xe—1 | 1 -1 1 -1 |a
Xk—2 1 -2 4 —8 as

Podemos determinar los valores de los pardmetros y calcular:
Xkp1 = p(s = +1) =ap + a1 + a2 + a3

Haciéndolo de forma simbdlica obtenemos:

6 18 9 2
—hefii+ X — X1 T T Xk—2

Ml = kT 11

los coeficientes del algoritmo BDF3 ya derivados antes de otra manera.
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Es decir:
h- fii1 0 1 2 3 ao
Xk _ 1 0 0 0 a
xe—1 | 1 -1 1 -1 |a
Xk—2 1 -2 4 —8 as

Podemos determinar los valores de los pardmetros y calcular:
Xkp1 = p(s = +1) =ap + a1 + a2 + a3

Haciéndolo de forma simbdlica obtenemos:

6 18 9 2
—hefii+ X — X1 T T Xk—2

Ml = kT 11

los coeficientes del algoritmo BDF3 ya derivados antes de otra manera.

Podemos servirnos de este nuevo camino para buscar otros algoritmos lineales de
simulacién numérica en mdltiples pasos.
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Una razén por la cual no funcioné muy bien la extrapolacién era a causa de las colas
tan largas del polinomio de la interpolacién. Podria ser buena idea reducir la longitud
de la cola.
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Una razén por la cual no funcioné muy bien la extrapolacién era a causa de las colas
tan largas del polinomio de la interpolacién. Podria ser buena idea reducir la longitud
de la cola.

Disefiamos entonces un algoritmo de orden seis que pasa por tres valores del estado y
por cuatro derivadas. De esta manera podemos reducir la longitud de la cola a dos
puntos en el pasado:

h-fiyn 0 1 2 3 4 5 6

Xk 1 0 0 0 0 0 0

h - fi 0 1 0 0 0 0 0
x_1 | = 1 —1 1 -1 1 -1 1]-a

hfo_q 0 1 -2 3 —4 5 -6

Xk 1 -2 4 -8 16 —32 64

h-fi_p 0 1 —4 12 —32 80 —192
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Una razén por la cual no funcioné muy bien la extrapolacién era a causa de las colas
tan largas del polinomio de la interpolacién. Podria ser buena idea reducir la longitud
de la cola.

Disefiamos entonces un algoritmo de orden seis que pasa por tres valores del estado y
por cuatro derivadas. De esta manera podemos reducir la longitud de la cola a dos
puntos en el pasado:

h-fiyn 0 1 2 3 4 5 6

Xk 1 0 0 0 0 0 0

h - fi 0 1 0 0 0 0 0
x_1 | = 1 —1 1 -1 1 -1 1]-a
hfo_q 0 1 -2 3 —4 5 -6
Xk 1 -2 4 -8 16 —32 64
h-fi_o 0 1 —4 12 —32 80 —192

Obtenemos un algoritmo de sexto orden muy bonito y totalmente desconocido:

3 27 2 27 27
Xgr1 = —h-fig1 — —x + —h-fic + 1751 +

7 3
b ot —h-fi
11 11 11 11" et X2 b ez
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Una razén por la cual no funcioné muy bien la extrapolacién era a causa de las colas
tan largas del polinomio de la interpolacién. Podria ser buena idea reducir la longitud
de la cola.

Disefiamos entonces un algoritmo de orden seis que pasa por tres valores del estado y
por cuatro derivadas. De esta manera podemos reducir la longitud de la cola a dos
puntos en el pasado:

h-fiyn 0 1 2 3 4 5 6

Xk 1 0 0 0 0 0 0

h - fi 0 1 0 0 0 0 0
x_1 | = 1 —1 1 -1 1 -1 1]-a
hfo_q 0 1 -2 3 —4 5 -6
Xk 1 -2 4 -8 16 —32 64
h-fi_o 0 1 —4 12 —32 80 —192

Obtenemos un algoritmo de sexto orden muy bonito y totalmente desconocido:

3 27 2 27 27
Xgr1 = —h-fig1 — —x + —h-fic + 1751 +

7 3
b ot —h-fi
11 11 11 11" et X2 b ez

Desafortunadamente ese algoritmo es totalmente inestable.
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Tenemos que extender la bisqueda. Ahora permiti el uso de valores del estado y de
sus derivadas hasta t = t,_s, es decir, hasta s = —5. Solamente nos interesan
métodos implicitos, entonces todos deben incluir la derivada fi 1.



Simulacién de Sistemas Continuos y a
Métodos Lineales de Integracion Numérica en Miuiltiples Pasos Il

LBuscando Métodos de Simulacién para Sistemas Rigidos

Buscando Métodos de Simulacién para Sistemas Rigidos 1V

Tenemos que extender la bisqueda. Ahora permiti el uso de valores del estado y de
sus derivadas hasta t = t,_s, es decir, hasta s = —5. Solamente nos interesan
métodos implicitos, entonces todos deben incluir la derivada fi 1.

Tenemos que escoger 6 elementos de 12, entonces existen 924 métodos diferentes.
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Tenemos que extender la bisqueda. Ahora permiti el uso de valores del estado y de
sus derivadas hasta t = t,_s, es decir, hasta s = —5. Solamente nos interesan
métodos implicitos, entonces todos deben incluir la derivada fi 1.

Tenemos que escoger 6 elementos de 12, entonces existen 924 métodos diferentes.

Programé la busqueda en Matlab y exclui inmediatamente todos los métodos
inestables (la gran mayoria). También exclui todos los métodos estables con dominios
de la estabilidad numérica que se cierran en la parte izquierda del plano complejo.
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Quedaron solamente seis métodos candidatos:

- 20, 120 150 400 75 L 10
a X =— — Xk — — —2 — —Xk— —Xk—4 — ——Xk—
Kbl =g 1 L T gk T g ke T g k2 T g k3 T gk T g ks
) w8, 1776 414 Lo 87 28, 2
Xyl =—h- —— Xk — —Xg_ ——Xk—2 — —X—3 — —h-fr_g — —x_
K T ags LT s KT g T gy T2 T g k3 T g5 KA T 5 kS
o 8820 52200 63900 400 28575 | ooB
c X| =—h- + ——— Xk — ————Xk—1+ ——Xk—2 — ————Xk_ —— Xk —
1 o500 1T 1500 ¢ T 21500 1T 157 72T 21500 K3 21500 <
P
21509 <7°
@ 179028 | 200352 34452 | 26704 65547 83808
X = - Xk — Xk — —Xk—2 — —Xk_3 — ———— i —
M T 30845 TN Tgese0 ¢ 12367 ¢ ' 12367 < 2 86560 ¢ 0 432845 < ¢
2
+—h i
581 <0
© Lo 178 81 Lo 27 Lo L2,
e) x =—h- X — — Xk_ —Xg_p — —Xk_ — —
k+1 20 k+1 725 k 29 k—1 29 k—2 29 k—3 725 Xk—5 145 k—5
" 0, o, 162 675 | 100 54 L1 L,
Xyl =— —x — — — — —x —x
k+1 71 k+1 1 k 284 Xk—1 71 Xk—2 1 k—4 284 k—5 71 k—5

Entre ellos ya conocemos al método (a). Se trata del método BDF6.
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Los Dominios de la Estabilidad Numérica

Dos de los seis métodos no sirven porque tienen problemas de estabilidad. Dibujé los
dominios de los demds métodos.

Dominios de Estabilidad de Métodos “Rigidos”

Im{X - h}

Figure: Dominios de la estabilidad de los cuatro algoritmos “rigidos”
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Comparacién de los Algoritmos

iCémo podemos decidir cual de esos cuatro algoritmos es el mejor?
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Comparacién de los Algoritmos

iCémo podemos decidir cual de esos cuatro algoritmos es el mejor?

Por un lado podemos analizar el “dafio” que ocurre a causa de la regidn inestable a la
izquierda del eje imaginario.

Pardmetros de Estabilidad de BDF6

I, ]

Im{X\ - h}

= o
Re{\ - h}

Figure: Los pardmetros de la estabilidad de BDF6
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Comparacién de los Algoritmos Il

» Es posible definir un dngulo o con el eje real negativo que define un drea
totalmente estable.
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» Es posible definir un dngulo o con el eje real negativo que define un drea
totalmente estable.

P Algoritmos que no son A-estables pueden aun ser caracterizados como
A(a)-estables. El algoritmo BDF6 es A(ca)-estable con un dngulo de oo = 19°.
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Comparacién de los Algoritmos Il

» Es posible definir un dngulo o con el eje real negativo que define un drea
totalmente estable.

P Algoritmos que no son A-estables pueden aun ser caracterizados como
A(a)-estables. El algoritmo BDF6 es A(ca)-estable con un dngulo de oo = 19°.

» También es posible definir las distancias a del eje real negativo y ¢ del eje
imaginario que excluyen todas las regiones inestables.
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Comparacién de los Algoritmos Il

» Es posible definir un dngulo o con el eje real negativo que define un drea
totalmente estable.

P Algoritmos que no son A-estables pueden aun ser caracterizados como
A(a)-estables. El algoritmo BDF6 es A(ca)-estable con un dngulo de oo = 19°.

» También es posible definir las distancias a del eje real negativo y ¢ del eje
imaginario que excluyen todas las regiones inestables.

» Los tres parametros juntos caracterizan bien el “dafio” que ocurre a causa de la
regidn inestable dentro de la parte izquierda del plano complejo.
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Por otro lado también tenemos que tener en cuenta la precision de los algoritmos.
Todos los algoritmos lineales en miltiples pasos pueden escribirse de la forma siguiente:

m m
S aixeqith Y Bifii =0
i=0 i=0

Es posible obtener una férmula para el coeficiente del error:

c :i ;-i"“-a-—l-i"yﬂ
err (n+1)' 1 1

i=0
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Comparacién de los Algoritmos Il

Por otro lado también tenemos que tener en cuenta la precision de los algoritmos.
Todos los algoritmos lineales en miltiples pasos pueden escribirse de la forma siguiente:

m m
S aixeqith Y Bifii =0
i=0 i=0

Es posible obtener una férmula para el coeficiente del error:

c :i ;-i"“-a-—l-i"yﬂ
err (n+1)' 1 1

|
i=0 m

Comparando los coeficientes del error de los métodos BDF con los de los métodos
Adams, se nota que los coeficientes del error de los métodos Adams son bastante mas
pequenos.
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Por otro lado también tenemos que tener en cuenta la precisién de los algoritmos.
Todos los algoritmos lineales en miltiples pasos pueden escribirse de la forma siguiente:

m m
S aixeqith Y Bifii =0
i=0 i=0

Es posible obtener una férmula para el coeficiente del error:

c _Zm: #.,’"H.a._l.;".g.
err — (n+1)’ i n! i

i=0

Comparando los coeficientes del error de los métodos BDF con los de los métodos
Adams, se nota que los coeficientes del error de los métodos Adams son bastante mas
pequenos.

Por eso, si estamos usando un algoritmo en miiltiples pasos para la simulacion de un
sistema no rigido, obtenemos mejor precisién para el mismo tamafio del paso h (es
decir, para el mismo “precio”) con Adams-Moulton que con BDF.
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Por otro lado también tenemos que tener en cuenta la precisién de los algoritmos.
Todos los algoritmos lineales en miltiples pasos pueden escribirse de la forma siguiente:

m m
S aixeqith Y Bifii =0
i=0 i=0

Es posible obtener una férmula para el coeficiente del error:

c :i #-i"“-a-—l-i"y@’-
err (n+1)' 1 1

|
i=0 m

Comparando los coeficientes del error de los métodos BDF con los de los métodos
Adams, se nota que los coeficientes del error de los métodos Adams son bastante mas
pequenos.

Por eso, si estamos usando un algoritmo en miiltiples pasos para la simulacion de un
sistema no rigido, obtenemos mejor precisién para el mismo tamafio del paso h (es
decir, para el mismo “precio”) con Adams-Moulton que con BDF.

Entonces, serd util tener en cuenta el tamano del coeficiente del error en el andlisis de
la calidad de un algoritmo lineal en muiiltiples pasos.
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Serd util también mirar el grafico de amortiguacion de cada algoritmo.
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Comparacién de los Algoritmos IV

Serd util también mirar el grafico de amortiguacion de cada algoritmo.

En el andlisis del comportamiento de la amortiguacién de los algoritmos en un solo
paso se usé el sistema escalar. El factor de la amortiguacién se definié como:

64 = — log(abs(f))
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Comparacién de los Algoritmos IV

Serd util también mirar el grafico de amortiguacion de cada algoritmo.

En el andlisis del comportamiento de la amortiguacién de los algoritmos en un solo
paso se usé el sistema escalar. El factor de la amortiguacién se definié como:

64 = — log(abs(f))
En el andlisis del comportamiento de la amortiguacién de los algoritmos en mudiltiples

pasos esa definicién ya no sirve mas, porque aun un sistema continuo escalar tiene una
matriz F.
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Comparacién de los Algoritmos IV

Serd util también mirar el grafico de amortiguacion de cada algoritmo.

En el andlisis del comportamiento de la amortiguacién de los algoritmos en un solo
paso se usé el sistema escalar. El factor de la amortiguacién se definié como:

64 = — log(abs(f))

En el andlisis del comportamiento de la amortiguacién de los algoritmos en mudiltiples
pasos esa definicién ya no sirve mas, porque aun un sistema continuo escalar tiene una
matriz F.

Entonces tendremos que extender la definicién:

64 = — log(max(abs(eig(F))))
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Comparacién de los Algoritmos IV

Serd util también mirar el grafico de amortiguacion de cada algoritmo.

En el andlisis del comportamiento de la amortiguacién de los algoritmos en un solo
paso se usé el sistema escalar. El factor de la amortiguacién se definié como:

64 = — log(abs(f))

En el andlisis del comportamiento de la amortiguacién de los algoritmos en mudiltiples
pasos esa definicién ya no sirve mas, porque aun un sistema continuo escalar tiene una
matriz F.

Entonces tendremos que extender la definicién:

64 = — log(max(abs(eig(F))))

Dibujaremos ahora no solamente el grifico de amortiguacién lineal, sino también el
grafico de amortiguacién logaritmico.
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El Grafico de Amortiguacién de los Algoritmos

Figure:

Gréfico de Amortiguacién de Algoritmos Rigidos
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Grafico de amortiguacién de los algoritmos rigidos
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El Grafico de Amortiguacién de los Algoritmos

Gréfico de Amortiguacién de Algoritmos Rigidos
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Figure: Grafico de amortiguacién de los algoritmos rigidos

Se nota que solamente el algoritmo BDF es L(a)-estable. Los demds algoritmos no
lo son.
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Comparacién de los Algoritmos V
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Comparacién de los Algoritmos V

» BDF6 aparentemente es el mejor de los algoritmos de orden seis en mudiltiples
pasos para la simulacién de sistemas rigidos.
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Comparacién de los Algoritmos V

» BDF6 aparentemente es el mejor de los algoritmos de orden seis en mudiltiples
pasos para la simulacién de sistemas rigidos.

» Todos los algoritmos que sobrevivieron la blsqueda explotan el rango de valores
hasta tx_5. Aparentemente fue muy mala idea tratar de cortar la longitud de la

cola.
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Comparacién de los Algoritmos V

» BDF6 aparentemente es el mejor de los algoritmos de orden seis en mudiltiples
pasos para la simulacién de sistemas rigidos.

» Todos los algoritmos que sobrevivieron la blsqueda explotan el rango de valores
hasta tx_5. Aparentemente fue muy mala idea tratar de cortar la longitud de la
cola.

» Ninguno de los algoritmos que sobrevivié la bisqueda usa mas de un valor de la
derivada del pasado. Aparentemente es mala idea usar derivadas del pasado en
el desarrollo de algoritmos para la simulacién de sistemas rigidos.
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» Posiblemente seria buena idea alargar la cola. Como ya decidimos que las
derivadas del pasado no sirven, limitamos la bldsqueda de tal manera que
solamente consideramos algoritmos con valores del estado. Extendemos la cola

hasta tx_11.
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» Posiblemente seria buena idea alargar la cola. Como ya decidimos que las
derivadas del pasado no sirven, limitamos la bldsqueda de tal manera que
solamente consideramos algoritmos con valores del estado. Extendemos la cola
hasta tx_11.

» De nuevo existen 924 posibles algoritmos de orden seis. Entre ellos, 314 tienes
caracteristicas similares a las del algoritmo BDF6.
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» Posiblemente seria buena idea alargar la cola. Como ya decidimos que las
derivadas del pasado no sirven, limitamos la bldsqueda de tal manera que
solamente consideramos algoritmos con valores del estado. Extendemos la cola
hasta tx_11.

» De nuevo existen 924 posibles algoritmos de orden seis. Entre ellos, 314 tienes
caracteristicas similares a las del algoritmo BDF6.

Sus cinco parametros de desempefio son:

[ BDF6 [ Demas métodos rigidos |
o =19° o € [19°, 48°]
a= —6.0736 a € [—6.0736, —0.6619]
c = 0.5107 c € [0.2250, 0.8316]
Cerr = —0.0583 | cCerr € [—7.4636, —0.0583]
reg.as. = —0.14 reg.as. € [—0.30, —0.01]

Table: Propiedades de los algoritmos rigidos de orden seis.
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» Posiblemente seria buena idea alargar la cola. Como ya decidimos que las
derivadas del pasado no sirven, limitamos la bldsqueda de tal manera que
solamente consideramos algoritmos con valores del estado. Extendemos la cola
hasta tx_11.

» De nuevo existen 924 posibles algoritmos de orden seis. Entre ellos, 314 tienes
caracteristicas similares a las del algoritmo BDF6.

Sus cinco parametros de desempefio son:

[ BDF6 [ Demas métodos rigidos |
o =19° o € [19°, 48°]
a= —6.0736 a € [—6.0736, —0.6619]
c = 0.5107 c € [0.2250, 0.8316]
Cerr = —0.0583 | cCerr € [—7.4636, —0.0583]
reg.as. = —0.14 reg.as. € [—0.30, —0.01]

Table: Propiedades de los algoritmos rigidos de orden seis.

Para evaluar los métodos de forma cuantitativa necesitamos un indice de desempefio:

[oi laj| il |cerr; | |as.reg.;| \
i = - = max!

;= — k- = ekl
el llall lell licerr |l [las.reg.|I

Usamos k = 20 para indicar que un pequefio coeficiente del error-es muy impertante.
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Los tres mejores algoritmos son:

™, 259 2502 1152 o
x __ Ty — —— Xk
L =67 KT 11607 T 1160 K1 Tg3s K2
L. 32 ®
- — ——Xk_7 — ——Xk_
835 K3 " Beas KT T 5ga5 k8
0, 19600 2205 1400 ®
X1 =—h - - — Xk —
kil =gy 1L T gy K T gy kT T Ty k2
1225 L 7 @
— Xk — — Xk — — —— Xk —
2031 737 2031 %78 7 groz k7?0
5808 242 | 188 ©
X1 =—— ——— X — ——Xk— — Xy
kil k1T og7s kT 1031 T 300 k2
363 242 4 ©
— - Xk—3t - Xk—5 — T Xk—
721 %737 77257 % 7 18005 <10
Sus parametros de desempefio son:
[ BDF6 [ SS6a [ SS6b [ SS6c ]
a = 19° a = 45° o = 44° o — 43°
a= —6.0736 a= —2.6095 a= —2.7700 a= —3.0839
¢ =0.5107 ¢ =0.7994 c = 0.8048 ¢ = 0.8156
Cerr = —0.0583 | Corr = —0.1478 | cepr = —0.1433 | cor = —0.1343
reg.as. = —0.14 reg.as. = —0.21 reg.as. = —0.21 reg.as. = —0.21

Table: Propiedades de los algoritmos rigidos de orden seis.
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Dominios de Estabilidad de Métodos “Rigidos”

201

Im{X - h}

Re{X - h}

Figure: Dominios de estabilidad de los tres algoritmos “rigidos” y de
BDF6
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Figure:

Gréfico de Amortiguacién de Algoritmos Rigidos
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Gréfico de amortiguacién de los algoritmos rigidos
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» Por fin encontramos unos métodos de orden seis en miiltiples pasos mejores
que BDF6.
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» Por fin encontramos unos métodos de orden seis en miiltiples pasos mejores
que BDF6.

P Los nuevos algoritmos pueden usarse también para la simulacién de sistemas
con oscilaciones, porque su dngulo « es bastante mas grande que en el caso de
BDF6.
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» Por fin encontramos unos métodos de orden seis en miiltiples pasos mejores
que BDF6.

P Los nuevos algoritmos pueden usarse también para la simulacién de sistemas

con oscilaciones, porque su dngulo « es bastante mas grande que en el caso de
BDF6.

P La caracteristica mas importante de esos tres algoritmos es su region asintdtica
que es casi 50% mas grande que en el caso de BDF6. Eso permitird usar pasos
mas grandes durante la simulacién.
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» Por fin encontramos unos métodos de orden seis en miiltiples pasos mejores
que BDF6.

P Los nuevos algoritmos pueden usarse también para la simulacién de sistemas

con oscilaciones, porque su dngulo « es bastante mas grande que en el caso de
BDF6.

P La caracteristica mas importante de esos tres algoritmos es su region asintdtica
que es casi 50% mas grande que en el caso de BDF6. Eso permitird usar pasos
mas grandes durante la simulacién.

» El coeficiente del error, cerr, de esos nuevos métodos es un poco mas grande
que en el caso de BDF6, pero eso no importa. El paso de integracién en BDF6
es mucho mas frecuentemente limitado por la regién asintética que por el
tamafno de cerr.
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Férmulas de Diferencia hacia Atras de Alto Orden

» Usando la misma metodologia pudimos encontrar férmulas de diferencia hacia
atrds de drdenes 7..9.
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Férmulas de Diferencia hacia Atras de Alto Orden

» Usando la misma metodologia pudimos encontrar férmulas de diferencia hacia
atrds de drdenes 7..9.

» Desafortunadamente, estos métodos tienen dngulos o« mds pequefios de nuevo.
Para los érdenes siete y ocho todavia pueden encontrarse métodos con av = 35°.
Para el orden nueve el angulo mas grande es de o = 18°.
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Férmulas de Diferencia hacia Atras de Alto Orden

» Usando la misma metodologia pudimos encontrar férmulas de diferencia hacia
atrds de drdenes 7..9.

» Desafortunadamente, estos métodos tienen dngulos o« mds pequefios de nuevo.
Para los érdenes siete y ocho todavia pueden encontrarse métodos con av = 35°.
Para el orden nueve el angulo mas grande es de o = 18°.

» También la region asintética va disminuyendo. Para los 6rdenes siete y ocho
todavia pueden encontrarse métodos con reg.as. = —0.14. Para el orden nueve
la regién mas grande es de reg.as. = —0.10.
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Férmulas de Diferencia hacia Atras de Alto Orden

» Usando la misma metodologia pudimos encontrar férmulas de diferencia hacia
atrds de drdenes 7..9.

» Desafortunadamente, estos métodos tienen dngulos o« mds pequefios de nuevo.
Para los érdenes siete y ocho todavia pueden encontrarse métodos con av = 35°.
Para el orden nueve el angulo mas grande es de o = 18°.

» También la region asintética va disminuyendo. Para los 6rdenes siete y ocho
todavia pueden encontrarse métodos con reg.as. = —0.14. Para el orden nueve
la regién mas grande es de reg.as. = —0.10.

» El coeficiente del error, cerr, también crece rapidamente. Sin embargo no tiene
sentido comparar coeficientes del error entre métodos de diferentes érdenes,
solamente entre métodos del mismo orden.
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Férmulas de Diferencia hacia Atras de Alto Orden

» Usando la misma metodologia pudimos encontrar férmulas de diferencia hacia
atrds de drdenes 7..9.

» Desafortunadamente, estos métodos tienen dngulos o mds pequerios de nuevo.
Para los érdenes siete y ocho todavia pueden encontrarse métodos con av = 35°.
Para el orden nueve el angulo mas grande es de o = 18°.

» También la region asintética va disminuyendo. Para los 6rdenes siete y ocho
todavia pueden encontrarse métodos con reg.as. = —0.14. Para el orden nueve
la regién mas grande es de reg.as. = —0.10.

» El coeficiente del error, cerr, también crece rapidamente. Sin embargo no tiene
sentido comparar coeficientes del error entre métodos de diferentes érdenes,
solamente entre métodos del mismo orden.

P> Métodos de 6rdenes tan altos son dtiles para la simulacién de problemas de la
mecanica celestial. Sin embargo, en los métodos de Sérdenes tan altos el error
por redondeo en doble precisién ya es mas grande que el error por truncamiento.
Estos algoritmos deben implementarse entonces en precision cuddruple.
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La Iteracidn de Newton

Ya sabemos que los algoritmos del tipo BDF son implicitos. Entonces tenemos que
iterar en cada paso.

Podemos escribir los métodos BDF de la forma:

i
Xpr1 = h-fip1 + E Bij Xk—j+1
=1

Moviendo todo al lado derecho:

i
F(xps1) = i h-F(Xpq1, tip1) — X1 + Zﬁij Xk—j+1 = 0.0
=1
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La Iteracidn de Newton

Ya sabemos que los algoritmos del tipo BDF son implicitos. Entonces tenemos que
iterar en cada paso.

Podemos escribir los métodos BDF de la forma:
i
X1 = o h-frpn + Zﬁij Xk—j+1
j=1
Moviendo todo al lado derecho:
i
F(xur1) = i hF(Xpes1, tir1) — X1 + D Bj Xk—jp1 = 0.0
j=1
Ahora se puede usar la iteracién de Newton:
X =Xy — R (7]
donde H es el Hessiano de la funcidn vectorial, F:
H=o; (J-h)—1®

y J es el Jacobiano del sistema.
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La Economia de los Algoritmos AB

Simulamos un sistema lineal de quinto orden usando diferentes algoritmos AB con
diferentes pasos fijos. Comparamos los errores globales de la simulacién. También
comparamos con el algoritmo RK4.

o

[

o

<] . .

= La Economia de los Algoritmos AB

] a4 A%

" N RK4 AB2

@ 3000F < N 4
= N N AB3

.2 B N

o F B ~ <
& 2000 A N

= p MY

S ook T LR R L i
o] TR

K . . . . e

° 107 10° 10° 107 10° 107° 107" 10°
z Error Global Relativo

Figure: La economia de los algoritmos AB
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Nos damos cuenta que:

» Para el mismo ndmero de evaluaciones del modelo (es decir, para el mismo
“precio” de la simulacién) obtenemos apréximadamente una precisién mejorada
por un factor de 10 si aumentamos el orden del algoritmo por uno.
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La Economia de los Algoritmos AB I

Nos damos cuenta que:

» Para el mismo ndmero de evaluaciones del modelo (es decir, para el mismo
“precio” de la simulacién) obtenemos apréximadamente una precisién mejorada
por un factor de 10 si aumentamos el orden del algoritmo por uno.

» Usando un método del orden n podemos obtener econémicamente una precisién
de 107",
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La Economia de los Algoritmos AB I

Nos damos cuenta que:

» Para el mismo ndmero de evaluaciones del modelo (es decir, para el mismo
“precio” de la simulacién) obtenemos apréximadamente una precisién mejorada
por un factor de 10 si aumentamos el orden del algoritmo por uno.

» Usando un método del orden n podemos obtener econémicamente una precisién
de 107",

» En ese ejemplo, AB4 es mas econédmico que RK4 porque se trata de un sistema
lineal sin discontinuidades. Sin embargo, si afiadimos el control del paso, la
situaciéon cambiara, porque el control del paso es mas econémico para
algoritmos en un solo paso que para algoritmos en miltiples pasos.
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El Control del Paso

Los algoritmos lineales en miiltiples pasos se disefiaron bajo la suposiciéon de un
muestreo equidistante. Si cambiamos la longitud del paso de la integracién entre un
paso y el préximo, esa suposiciéon no es mas vilida.

Si queremos usar los métodos en muiltiples pasos con un control del paso tenemos que
servirnos de un truco. De nuevo nos ayudardn los polinomios de Newton-Gregory.
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L Control de Paso y Orden

El Control del Paso

Los algoritmos lineales en miiltiples pasos se disefiaron bajo la suposiciéon de un
muestreo equidistante. Si cambiamos la longitud del paso de la integracién entre un
paso y el préximo, esa suposiciéon no es mas vilida.

Si queremos usar los métodos en muiltiples pasos con un control del paso tenemos que
servirnos de un truco. De nuevo nos ayudardn los polinomios de Newton-Gregory.

Escribimos el polinomio de Newton-Gregory hacia atras del vector del estado:

53 2 s
— + + -

52 S S
t) = \V 4 2)v? . v3
x(t) =xk +s xk+<2+2) Xk+<6 5 3) Xk +
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El Control del Paso

Los algoritmos lineales en miiltiples pasos se disefiaron bajo la suposiciéon de un
muestreo equidistante. Si cambiamos la longitud del paso de la integracién entre un
paso y el préximo, esa suposiciéon no es mas vilida.

Si queremos usar los métodos en muiltiples pasos con un control del paso tenemos que
servirnos de un truco. De nuevo nos ayudardn los polinomios de Newton-Gregory.

Escribimos el polinomio de Newton-Gregory hacia atras del vector del estado:

53 s
— + + -

$2
6 2 3

2 s
x(t):xk+stk+<E+§)V2xk+< )V3xk+...

Diferenciamos con respecto al tiempo:

. 1 1\ _, s? 1\ 3
x(t):z Vxy + s+§ Voxg + 5+s+§ Voxk + ...
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El Control del Paso

Los algoritmos lineales en miiltiples pasos se disefiaron bajo la suposiciéon de un
muestreo equidistante. Si cambiamos la longitud del paso de la integracién entre un
paso y el préximo, esa suposiciéon no es mas vilida.

Si queremos usar los métodos en muiltiples pasos con un control del paso tenemos que
servirnos de un truco. De nuevo nos ayudardn los polinomios de Newton-Gregory.

Escribimos el polinomio de Newton-Gregory hacia atras del vector del estado:

52 S 53 52 s
t) = v =+ )V T T2 ) Vit
x(t) =xk +s xk+<2+2) Xk+<6+2+3) Xk +

Diferenciamos con respecto al tiempo:
x(t) = L ox + s+1 V2xy + s2+s+1 Vi3xy +
ThlK 2 T2 3 AR
La segunda derivada puede escribirse de la forma:

1
x(t) = = [szk +(s+1)V3, + .. ]

etc.
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Truncando después del término cibico y evaluando por t = ty, es decir, s = 0.0,

obtenemos:
Xk 6 0 0 0 XK
h-dao | 1 [ 11 -18 9 —2| |x-1
Ly 2 6 -15 12 -3 X2
B (i) 1 -3 3 -1 Xk_3
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El Control del Paso Il

Truncando después del término cibico y evaluando por t = ty, es decir, s = 0.0,

obtenemos:
Xk 6 0 0 0 XK
h-dao | 1 [ 11 -18 9 —2| |x-1
Ly 2 6 -15 12 -3 X2
%3 . Xiiii) 1 -3 3 -1 Xk_3

El vector de la izquierda se llama el vector de Nordsieck, aqui de tercer orden.
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El Control del Paso Il

Truncando después del término cibico y evaluando por t = ty, es decir, s = 0.0,

obtenemos:
Xk 6 0 0 0 XK
h-dao | 1 [ 11 -18 9 —2| |x-1
Ly 2 6 -15 12 -3 X2
%3 . Xiiii) 1 -3 3 -1 Xk_3

El vector de la izquierda se llama el vector de Nordsieck, aqui de tercer orden.

Si tenemos n valores equidistantes de una variable del estado, podemos calcular sin
pérdida de precisin en su lugar el valor de la variable misma mas el valor de sus
primeras n — 1 derivadas en el instante tj.
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El Control del Paso Il

Ahora es facil cambiar el paso:

0 0
e 0 fnueve 0 0 p ko
h;uevo * Xk viejo 2 Eue‘]o k
hnu2cvo 3 =10 0 ’Hn@yu) 0 . hvizejo R
viejo
Bneva . (i) A 3 B0 (i)
6 - Xy 0 0 0 ( nucvo ) > X
viejo

Ahora tenemos el vector de Nordsieck expresado en el nuevo paso hnuevo-
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El Control del Paso Il

Ahora es facil cambiar el paso:

0
e 0 fnueve 0 0 p ko
h;uevo * Xk viejo 2 Eue‘]o k
e R 0 (hm}eyu> 0 . hvizejo %
viejo
Bneva . (i) A 3 B0 (i)
6 - Xy 0 0 0 ( nucvo ) > X
viejo

Ahora tenemos el vector de Nordsieck expresado en el nuevo paso hnuevo-

En consecuencia se puede escribir:

10 o0 0 k

Xk h L X
Xk_1 _ 1 _1 1 _1 - ?uevo "k
Xk_2 1 -2 4 -8 —huevo . 3
Xk—3 1 -3 9 27 3

huevo |, (i)
6 Xk

Obtenemos otro vector con muestreo equidistante expresado en el nuevo paso hnuevo.
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El Control del Paso Il

Ahora es facil cambiar el paso:

0 0
e 0 fnueve 0 0 p ko
h;uevo © Xk viejo 2 5/1e‘]o k
hnu2cvo 3 =10 0 (hlxgeyu ) 0 . hvizejo R
viejo
Bneva . (i) A 3 B0 (i)
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Ahora tenemos el vector de Nordsieck expresado en el nuevo paso hnuevo-

En consecuencia se puede escribir:

10 o0 0 k

Xk h - X
Xk_1 _ 1 _1 1 _1 - ?uevo "k
o 1 2 2 _8 huevo . 3,
Xk—3 1 -3 9 27 3

S (iii)
nucvo .
Obtenemos otro vector con muestreo equidistante expresado en el nuevo paso hnuevo.

No se perdié precision en el proceso. El nuevo “vector histérico” es del mismo
orden de aproximacién que el viejo.
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» Para cambiar el paso de integracién, el vector histdrico de cada variable del
estado tiene que multiplicarse consecutivamente por tres matrices.
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» Para cambiar el paso de integracién, el vector histdrico de cada variable del
estado tiene que multiplicarse consecutivamente por tres matrices.

P Por eso, cambiar el tamafio del paso durante la simulacién usando algoritmos en
multiples pasos es bastante caro.
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» Para cambiar el paso de integracién, el vector histdrico de cada variable del
estado tiene que multiplicarse consecutivamente por tres matrices.

P Por eso, cambiar el tamafio del paso durante la simulacién usando algoritmos en
multiples pasos es bastante caro.

» Un algoritmo para el control del paso como el de Gustafsson no puede
implementarse para algoritmos en mudiltiples pasos de forma econdmica.
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» Para cambiar el paso de integracién, el vector histdrico de cada variable del
estado tiene que multiplicarse consecutivamente por tres matrices.

P Por eso, cambiar el tamafio del paso durante la simulacién usando algoritmos en
multiples pasos es bastante caro.

» Un algoritmo para el control del paso como el de Gustafsson no puede
implementarse para algoritmos en mudiltiples pasos de forma econdmica.

P Se prefiere simular usando un paso mds conservador para evitar que el tamafio
del paso tenga que cambiarse frecuentemente.
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» Para cambiar el paso de integracién, el vector histdrico de cada variable del
estado tiene que multiplicarse consecutivamente por tres matrices.

P Por eso, cambiar el tamafio del paso durante la simulacién usando algoritmos en
multiples pasos es bastante caro.

» Un algoritmo para el control del paso como el de Gustafsson no puede
implementarse para algoritmos en mudiltiples pasos de forma econdmica.

P Se prefiere simular usando un paso mds conservador para evitar que el tamafio
del paso tenga que cambiarse frecuentemente.

» Por todas estas razones los algoritmos de Adams no son competidores para la
simulacién de sistemas de la ingenieria.
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» Para cambiar el paso de integracién, el vector histdrico de cada variable del
estado tiene que multiplicarse consecutivamente por tres matrices.

P Por eso, cambiar el tamafio del paso durante la simulacién usando algoritmos en
multiples pasos es bastante caro.

» Un algoritmo para el control del paso como el de Gustafsson no puede
implementarse para algoritmos en mudiltiples pasos de forma econdmica.

P Se prefiere simular usando un paso mds conservador para evitar que el tamafio
del paso tenga que cambiarse frecuentemente.

» Por todas estas razones los algoritmos de Adams no son competidores para la
simulacién de sistemas de la ingenieria.

P Sin embargo, los algoritmos del tipo BDF son competidores para la simulacién
de sistemas de la ingenieria a causa de su capacidad de tratar con sistemas
rigidos.
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Como ya se explicd, los métodos en muiltiples pasos no pueden usarse durante los
primeros pasos de la simulacién a causa de la necesidad de tener disponible un vector
histdrico para cada variable del estado.
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El Problema del Arranque

Como ya se explicd, los métodos en muiltiples pasos no pueden usarse durante los
primeros pasos de la simulacién a causa de la necesidad de tener disponible un vector
histdrico para cada variable del estado.

Una manera muy simple de resolver ese problema con un método que se usa
frecuentemente en la préctica, es cambiar el orden del algoritmo durante la simulacién.
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El Problema del Arranque

Como ya se explicd, los métodos en muiltiples pasos no pueden usarse durante los
primeros pasos de la simulacién a causa de la necesidad de tener disponible un vector
histdrico para cada variable del estado.

Una manera muy simple de resolver ese problema con un método que se usa
frecuentemente en la préctica, es cambiar el orden del algoritmo durante la simulacién.

» Empezamos con el algoritmo del orden 1, por ejemplo empezamos con un paso
de BDF1. Después del primer paso, ya tenemos un punto histérico.
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Como ya se explicd, los métodos en muiltiples pasos no pueden usarse durante los
primeros pasos de la simulacién a causa de la necesidad de tener disponible un vector
histdrico para cada variable del estado.

Una manera muy simple de resolver ese problema con un método que se usa
frecuentemente en la préctica, es cambiar el orden del algoritmo durante la simulacién.

» Empezamos con el algoritmo del orden 1, por ejemplo empezamos con un paso
de BDF1. Después del primer paso, ya tenemos un punto histérico.

» Durante el segundo paso usamos BDF2. Ese paso nos produce un segundo
punto histdrico.



Simulacién de Sistemas Continuos mos

Métodos Lineales de Integracion Numérica en Miuiltiples Pasos Il
LEI Problema del Arranque

El Problema del Arranque

Como ya se explicd, los métodos en muiltiples pasos no pueden usarse durante los
primeros pasos de la simulacién a causa de la necesidad de tener disponible un vector
histdrico para cada variable del estado.

Una manera muy simple de resolver ese problema con un método que se usa
frecuentemente en la préctica, es cambiar el orden del algoritmo durante la simulacién.

» Empezamos con el algoritmo del orden 1, por ejemplo empezamos con un paso
de BDF1. Después del primer paso, ya tenemos un punto histérico.

» Durante el segundo paso usamos BDF2. Ese paso nos produce un segundo
punto histdrico.

» Durante el tercer paso usamos BDF3, etc., hasta que llegamos al orden del
algoritmo que nos gusta.
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Como ya se explicd, los métodos en muiltiples pasos no pueden usarse durante los
primeros pasos de la simulacién a causa de la necesidad de tener disponible un vector
histdrico para cada variable del estado.

Una manera muy simple de resolver ese problema con un método que se usa
frecuentemente en la préctica, es cambiar el orden del algoritmo durante la simulacién.

» Empezamos con el algoritmo del orden 1, por ejemplo empezamos con un paso
de BDF1. Después del primer paso, ya tenemos un punto histérico.

» Durante el segundo paso usamos BDF2. Ese paso nos produce un segundo
punto histdrico.

» Durante el tercer paso usamos BDF3, etc., hasta que llegamos al orden del
algoritmo que nos gusta.

Este método tiene una desventaja importante. Para obtener una precisién aceptable
durante los pasos iniciales, tenemos que empezar con pasos muy pequeiios. Entonces,
una vez llegado al orden deseado tendremos que cambiar el paso.
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Otro método propuesto en la literatura es usar un algoritmo en un solo paso, por
ejemplo un algoritmo RK, del orden deseado durante la iniciacién del algoritmo en
multiples pasos.
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Otro método propuesto en la literatura es usar un algoritmo en un solo paso, por
ejemplo un algoritmo RK, del orden deseado durante la iniciacién del algoritmo en
multiples pasos.

Por ejemplo, si se quiere simular usando el algoritmo BDF4, empezamos con tres
pasos de RK4. Después ya disponemos de los valores histéricos que necesitamos para
la continuacién de la simulacién usando el algoritmo BDF4.
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Otro método propuesto en la literatura es usar un algoritmo en un solo paso, por
ejemplo un algoritmo RK, del orden deseado durante la iniciacién del algoritmo en
multiples pasos.

Por ejemplo, si se quiere simular usando el algoritmo BDF4, empezamos con tres
pasos de RK4. Después ya disponemos de los valores histéricos que necesitamos para
la continuacién de la simulacién usando el algoritmo BDF4.

Desafortunadamente, este método tiene la misma desventaja que el método propuesto
antes en caso que el sistema que queremos simular usando BDF4 sea rigido. Si no es
el caso, no tiene sentido usar BDF4 para su simulacién.
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Otro método propuesto en la literatura es usar un algoritmo en un solo paso, por
ejemplo un algoritmo RK, del orden deseado durante la iniciacién del algoritmo en
multiples pasos.

Por ejemplo, si se quiere simular usando el algoritmo BDF4, empezamos con tres
pasos de RK4. Después ya disponemos de los valores histéricos que necesitamos para
la continuacién de la simulacién usando el algoritmo BDF4.

Desafortunadamente, este método tiene la misma desventaja que el método propuesto
antes en caso que el sistema que queremos simular usando BDF4 sea rigido. Si no es
el caso, no tiene sentido usar BDF4 para su simulacién.

Como RK4 es un algoritmo explicito que no sirve para la simulacién de sistemas
rigidos, tenemos que usar pasos muy pequefios durante la fase inicial de la simulacién.
Después de la fase inicial tendremos que cambiar el paso.
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El Problema de la Salida Densa

Queremos obtener salidas en cualquier instante del tiempo. Como la simulacién es
cara y como el cambio del tamafio del paso es caro, no nos gusta cambiar la
simulacién para obtener aproximaciones numéricas de las variables de salida en
cualquier instante del tiempo.
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El Problema de la Salida Densa

Queremos obtener salidas en cualquier instante del tiempo. Como la simulacién es
cara y como el cambio del tamafio del paso es caro, no nos gusta cambiar la
simulacién para obtener aproximaciones numéricas de las variables de salida en
cualquier instante del tiempo.

Para ello tendremos que interpolar con la misma precisiéon que usamos durante la
simulacién. Este concepto se llama la obtencion de salidas densas.
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Queremos obtener salidas en cualquier instante del tiempo. Como la simulacién es
cara y como el cambio del tamafio del paso es caro, no nos gusta cambiar la
simulacién para obtener aproximaciones numéricas de las variables de salida en
cualquier instante del tiempo.

Para ello tendremos que interpolar con la misma precisiéon que usamos durante la
simulacién. Este concepto se llama la obtencion de salidas densas.

De nuevo nos ayuda el vector de Nordsieck. Una vez que pasamos el proximo instante
de comunicacion, es decir, el préximo instante en el cual queremos saber los valores de
las salidas, hacemos una “reduccién del paso” para obtener una estimacién del valor
xk_1 en el instante en el cual queremos saber los valores de las salidas.
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Queremos obtener salidas en cualquier instante del tiempo. Como la simulacién es
cara y como el cambio del tamafio del paso es caro, no nos gusta cambiar la
simulacién para obtener aproximaciones numéricas de las variables de salida en
cualquier instante del tiempo.

Para ello tendremos que interpolar con la misma precisiéon que usamos durante la
simulacién. Este concepto se llama la obtencion de salidas densas.

De nuevo nos ayuda el vector de Nordsieck. Una vez que pasamos el proximo instante
de comunicacion, es decir, el préximo instante en el cual queremos saber los valores de
las salidas, hacemos una “reduccién del paso” para obtener una estimacién del valor
xk_1 en el instante en el cual queremos saber los valores de las salidas.

Es decir, en lugar de reducir el paso para llegar al instante de la comunicacién,
simplemente continuamos con la simulacién usando el paso actual y interpolamos
después para obtener una aproximacion de las variables de la salida de la misma
precisién que hubiéramos obtenido reduciendo el paso.
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Queremos obtener salidas en cualquier instante del tiempo. Como la simulacién es
cara y como el cambio del tamafio del paso es caro, no nos gusta cambiar la
simulacién para obtener aproximaciones numéricas de las variables de salida en
cualquier instante del tiempo.

Para ello tendremos que interpolar con la misma precisiéon que usamos durante la
simulacién. Este concepto se llama la obtencion de salidas densas.

De nuevo nos ayuda el vector de Nordsieck. Una vez que pasamos el proximo instante
de comunicacion, es decir, el préximo instante en el cual queremos saber los valores de
las salidas, hacemos una “reduccién del paso” para obtener una estimacién del valor
xk_1 en el instante en el cual queremos saber los valores de las salidas.

Es decir, en lugar de reducir el paso para llegar al instante de la comunicacién,
simplemente continuamos con la simulacién usando el paso actual y interpolamos
después para obtener una aproximacion de las variables de la salida de la misma
precisién que hubiéramos obtenido reduciendo el paso.

Después de calcular las salidas continuamos en el Gltimo punto de tiempo de la
simulacién con el paso de antes.
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Los métodos para la obtencion de salidas densas también se desarrollaron para
algoritmos en un solo paso.
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Los métodos para la obtencion de salidas densas también se desarrollaron para
algoritmos en un solo paso.

Desafortunadamente no tenemos acceso al vector de Nordsieck en el caso de
algoritmos en un solo paso.
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Los métodos para la obtencion de salidas densas también se desarrollaron para
algoritmos en un solo paso.

Desafortunadamente no tenemos acceso al vector de Nordsieck en el caso de
algoritmos en un solo paso.

Ni siquiera podemos usar las aproximaciones intermedias (las predicciones) para
estimar las salidas, porque las predicciones normalmente no tienen el mismo orden de
aproximacion que tiene la correccidn.
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Los métodos para la obtencion de salidas densas también se desarrollaron para
algoritmos en un solo paso.

Desafortunadamente no tenemos acceso al vector de Nordsieck en el caso de
algoritmos en un solo paso.

Ni siquiera podemos usar las aproximaciones intermedias (las predicciones) para
estimar las salidas, porque las predicciones normalmente no tienen el mismo orden de
aproximacion que tiene la correccidn.

La manera que se usa es trabajar con tres algoritmos empotrados.
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Los métodos para la obtencion de salidas densas también se desarrollaron para
algoritmos en un solo paso.

Desafortunadamente no tenemos acceso al vector de Nordsieck en el caso de
algoritmos en un solo paso.

Ni siquiera podemos usar las aproximaciones intermedias (las predicciones) para
estimar las salidas, porque las predicciones normalmente no tienen el mismo orden de
aproximacion que tiene la correccidn.

La manera que se usa es trabajar con tres algoritmos empotrados.

Usando las tres aproximaciones de las variables del estado en el tiempo t;; puede
obtenerse una aproximacién del mismo orden en otro instante del tiempo t € [tx, txt1].
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En esta presentacién ensefiamos como pueden encontrarse nuevos algoritmos
interesantes de la integracién numérica de sistemas dindmicos. Se encontraron nuevos
algoritmos de 6rdenes avanzados para la simulacién de sistemas rigidos.
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En esta presentacién ensefiamos como pueden encontrarse nuevos algoritmos
interesantes de la integracién numérica de sistemas dindmicos. Se encontraron nuevos
algoritmos de 6rdenes avanzados para la simulacién de sistemas rigidos.

A continuacién hablamos de los problemas de control de paso y orden, de la iniciacién
de los algoritmos y de la obtencién de salidas densas.
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Conclusiones

En esta presentacién ensefiamos como pueden encontrarse nuevos algoritmos
interesantes de la integracién numérica de sistemas dindmicos. Se encontraron nuevos
algoritmos de 6rdenes avanzados para la simulacién de sistemas rigidos.

A continuacién hablamos de los problemas de control de paso y orden, de la iniciacién
de los algoritmos y de la obtencién de salidas densas.

En los cédigos “maduros” (cédigos de produccién) que implementan algdn algoritmo
de integracidén en miiltiples pasos, el algoritmo mismo ocupa no mas que 5% de las
instrucciones. Las demds instrucciones sirven para fines de control del algoritmo.
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