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Erreichbarkeit

x(1)
x(2)
x(3)

x(k)

Ax(0) + bu(0) = bu(0)
Ax(1) 4 bu(1) = Abu(0) + bu(1)
Ax(2) + bu(2) = A%bu(0) 4 Abu(1) + bu(2)

Ax(k — 1) + bu(k — 1) = A*"bu(0) + A*2bu(1) + - - - + bu(k — 1)

k—1
= x(k) = Z A=Y= 1pu(y)
~y=0
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Erreichbarkeit |l

k—1

x(k) = 3 K7 bu(y)

v=0

x(k) kann nur dann ein beliebiger Punkt im n-dimensionalen Raum sein, wenn die
Steuerbarkeitsmatrix:

C = [b, Ab, A%b, ..., A"_lb] n...Ordnung des Systems
den vollen Rang hat.

Der Unterraum der erreichbaren Zustdnde ist gleich dem Bildraum von C.
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Erreichbarkeitszerlegung

Falls der Rang von C = v < n, kann eine Ahnlichkeitstransformation I gefunden

werden, so dass:
_ Ae Ak . _ be
Aneu - |: O Ane } ’ bneu - [ O :|

mit [Ae, be] erreichbar und A, € RV*V.
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Erreichbarkeitszerlegung Il

Man wahle Iy als Basis im Bildraum von C. Zum Beispiel kdnnen die ersten v linear
unabhingigen Kolonnenvektoren von C gewahlt werden.

Man ergdnze M = [[1, M] um beliebige Vektoren, welche den Rang von 1 voll
machen.

Somit kann I invertiert werden:

S
_ S S;-My S;-N 1) 0(vx(n=v)
11— 1|, _ 1-Th -2 | )
=n—n= { S, } (M M2] = { S,-M; S,-M } == [ oln—0)xv)  J(n—v)
Somit:
S = ”I'I;l” ; S, =" I'I;l” in einem erweiterten Sinne
S; ist im Nullraum von M5 ; S, ist im Nullraum von My
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Erreichbarkeitszerlegung Il

Ahnlichkeitstransformation:

S:Al;  S;Al

— 71 . . =
Anew =77 A-T = o AM,  S,AM,

’ bneu:nil'b:[SIb]

Sob

Somit:

Sy ist im Nullraum von b (da b im Bildraum von MMy liegt)

S, ist im Nullraum von A - Ty (auf Grund des Cayley-Hamilton Theorems)
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Steuerbarkeit

Bei den diskreten Systemen sind die Bedingungen fiir Steuerbarkeit und Erreichbarkeit
leicht unterschiedlich. Bei den kontinuierlichen Systemen war dies nicht der Fall.

Das Problem hier ist, dass es autonome diskrete Systeme gibt, die in endlicher Zeit von
selbst zum Nullpunkt finden. Bei den kontinuierlichen Systemen kommt dies nicht vor.

Wenn die Systemmatrix nil-potent ist, d.h.:
AK=0: k <n

dann ist das System steuerbar, auch wenn kein einziger Zustand erreichbar ist.
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Steuerbarkeit |l

Nil-potente Matrizen haben alle Eigenwerte im Ursprung. Systemmatrizen, welche alle
Eigenwerte im Ursprung haben sind nil-potent.

Beide Aussagen sind unter Verwendung der Spektralzerlegung leicht zu zeigen.

Nil-potente Systemmatrizen kommen bei diskreten System recht haufig vor (—
dead-beat control).
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Gram’sche Steuerbarkeitsmatrix

Wir mochten bestimmen, wie schwierig es ist, einen bestimmten Endpunkt zu
erreichen. Dazu I6sen wir eine Optimierungsaufgabe mit Beschrankungen:

A—-1

J= % > P (k)

k=0

und die zu erfiillende Nebenbedingung ist:

A—1
x(B)=x, =Y Afb-u(A—1-k)
k=0
Mit:

U = [u(d-1),u(d-2)...u(1),u(0)]”
Can = [b,Ab,...A% 1p]
kann die Nebenbedingung auch wie folgt geschrieben werden:

CAU—XyZO
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Gram’'sche Steuerbarkeitsmatrix |l

Die Optimierungsaufgabe mit Beschrankung kann unter Einfiihrung eines Lagrange
Multiplikators auf eine Optimierungsaufgabe ohne Beschrankung zuriickgefiihrt
werden:

1
J= 5uTu + AT (Cal — x/)

Partielle Ableitung nach U und X liefert:

u* +()\*)TCA
CA~Z/{*—X,« = 0

[
o

Somit kann die optimale Steuersequenz wie folgt ermittelt werden:

Cao-U* = x,
=Ca-U" = (Ca-CL)-(Ca-CR)"Y-x
SU" = CL-(Ca-CL)Hox

Cl - (Ca-CL)~1 ist die Penrose-Moore Pseudoinverse der Rechtecksmatrix Ca.
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Gram’'sche Steuerbarkeitsmatrix Il

Wir nennen Ca ~CZ die Gram'sche Steuerbarkeitsmatrix:
Ge(A) = CaCS.
Somit:

A—1
Ge() =D AkbbT(AF)T
k=0
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Gram’'sche Steuerbarkeitsmatrix 1V

Haufig optimieren wir liber eine unendliche Zeitspanne:

gc _ ZAkbbT(Ak)T

k=0

= bb" +) Akbb"(AK)T
k=1

oo
— bbT +A. {Z Ak*lbbT(Akfl)T} . AT
k=1

oo

= bb"+A-{D A*bb"(AF)T} AT
k=0

= bb" +A-G.-AT

Somit erfiillt G die algebraische diskrete Lyapunov Gleichung:

AGAT — Gc = —bb”
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Gram’'sche Steuerbarkeitsmatrix V

Ein diskretes System ist dann und nur dann voll erreichbar, wenn die Gram’sche
Steuerbarkeitsmatrix den vollen Rang hat.

Die numerische Priifung der Erreichbarkeit wird besser auf diesem Wege erreicht als
liber die gewdhnliche Steuerbarkeitsmatrix, da das Verfahren numerisch wesentlich
besser konditioniert ist.

In Praxis wird die Gram'sche Steuerbarkeitsmatrix immer liber die diskrete Lyapunov

Gleichung bestimmt.
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Stabilisierbarkeit

Ein diskretes System ist stabilisierbar, wenn es voll erreichbar ist (— pole placement)
oder wenn die Eigenwerte der Systemmatrix, Ane, des nicht erreichbaren Subsystems

innerhalb des Einheitskreises liegen.
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